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Conteudos das Aulas

1.Apresentacéo da disciplina e introducédo aos Modelos Line ares (ML)
2.Distribuicdo Normal Univariada
3.Testes de hipoteses — aderéncia a lei Normal
4.Regressao Linear Simples - RLS
5.Inferéncia e testes de hipoteses para RLS
6.Analise de residuos para RLS
7.Analise de outliers para RLS
8.Introducao a analise multivariada de dados
»pre-tratamentos de uma tabela de dados numeéricos
9.Distribuicdo Normal Multivariada

10.Testes de hipoteses- aderéncia a lei normal multivariad  a
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Conteudos das Aulas

11.Regressao Linear Multipla - RLM

12.Inferéncia e testes de hipoteses para RLS

13.Anéalise de residuos para RLM

14.Analise de outliers para RLM

15.Validacao de um modelo de regressao

16.Multicolinearidade

17.Selecado de variaveis para modelos lineares

18.Modelos Polinomiais

CONTEUDOS ADICIONAIS:

19.Introducé&o ao Modelo Linear Generalizado (GENMOD/GLM)

20.Conceitos basicos de Regressao Logistica
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Programacao das Aulas

Aulas

Total de Aulas Teoricas : 20
Total de Aulas de Laboratorio : 4 Aulas
Datas das Aulas de Laboratério
»22/11/2012; 11/12/2012; 10/01/2013; 31/01/2013
Nao havera aulas dias 18/12/2012 e 20/12/2012;

Aulas de laboratorio : alunos agrupados em duplas para a realizacédo dos
exercicios;

Entrega de relatorio das aulas de laboratorio da dupla na semana seguinte a
realizacao do laboratorio.

Software utilizado nas aulas de laboratorio: Scilab com toolbox Cascilib
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Programacao das Aulas

Avaliacao

40% Nota : Entrega de relatérios com os exercicios de cada aula de
laboratorio (dupla).

60% Nota : Prova unica com questdes multipla escolha e exercicios sobre o
conteudo total (exceto itens 19 e 20).

Datas:
Prova Geral : 26/02/2013
Recuperacao PG : 05/03/2013

Substitui obrigatoriamente a nota da Prova Geral.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos

Os modelos podem ser:
»Fisicos: protoétipos e plantas-piloto.

»Matematicos : representacao abstrata da realidade por
equacoes.
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Introducao aos Modelos Lineares

IPRJ UERJ

O gue € um modelo matematico?

"E uma representacdo dos aspectos essenciais de um sistema,
gue apresenta conhecimento desse sistema em uma forma
utilizavel.” (Eykhoff, 1974)

"E um sistema de equacdes, cuja solucdo, dado um conjunto de
dados de entrada, é representativa da resposta do processo.”

(Denn, 1986)

"Um modelo nada mais € do que uma abstracdo matematica ele
um processo real.” (Seborg et al, 2004)
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Introducao aos Modelos Lineares

I
Modelo Matematico: Equacéao

A equacao ou conjunto de equacdes que compde o0 modelo € uma
aproximacao do processo real.

Dessa forma, o modelo nao pode incorporar todas as
caracteristicas, tanto macroscopicas como microscopicas, do
processo real.

Deve-se normalmente buscar um compromisso entre o custo de
se ter o modelo, isto é:

»0 tempo e o esforco requeridos para obté-la e verifica-lo,
»e 0 nivel de detalhes no mesmo,

»bem como os beneficios esperados de sua aplicacao.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelo Matematico: Equacéao

O proposito do modelo determina, em dltima analise, sua
precisao.

Um processo pode ser fisico, quimico, biologico, social,
econdmico etc.

Processo

\4

| Informacao | Dados \

Modelo Matematico

IPRJ UERJ Modelos Lineares Ariane Ferreira



Introducao aos Modelos Lineares

Classificacao dos Modelos Matematicos

IPRJ UERJ

iodelos
|
+ '
Mao-Causais Causais
' | !
Estaticos Dindmicos
| I
Estocasticos Deterministicos
|
' ‘
Farametros Parametros
Distribuidos Concentrados
|
' +
MNéio-Lineares Lineares
Yanantes no invarnantes
termpo no tempo
! +
Discretos Caontinuos

Modelos Lineares
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Causal x Nao-Causal

Um sistema causal depende somente
»de condicOes presentes ou passadas,
»e nao dependem de estados futuros.

Sistemas fisicos sao todos sistemas causais.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Estatico x Dinamico

Estatico : processo cujo valor das variaveis permanece
constante no tempo (se as entradas permanecem as mesmas,
as saidas ficam inalteradas).

»Este tipo de modelo ndo possui "memoria”’, dai o efeito
de uma variavel de entrada ser apenas instantaneo.

»0O modelo € um sistema de equacdes algebricas.

»Nao depende de estados passados.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Estatico x Dinamico
Dinamico : as variaveis variam no tempo, que € a variavel
independente.

» A solucao completa consiste dos regimes permanente e
transitorio.

>0 efeito de um sinal de entrada ira influenciar o
comportamento do sistema nosinstantes subsequentes.

»0 modelo € um sistema de equacdes diferenciais ou de
diferencas.

Depende de estados passados e presentes.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Deterministicos x Estocasticos

Deterministico : Em um modelo deterministico a saida pode
ser calculada de forma exata tdo logo se conheca o sinal de
entrada e as condicdes iniciais.

Estocastico : Em contraste, um modelo estocastico contém
termos aleatdrios que tornam impossivel um calculo exato da
saida.

» Os termos aleatérios do modelo podem ser encarados
como uma descri¢ao das perturbacoes.

Normalmente, o modelo deterministico engloba apenas o
processo, enguanto 0 estocastico considera também as
perturbacodes e ruidos.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Parametros Concentrados x
Parametros Distribuidos

Modelos a parametros concentrados : as variacOes espaciais
sao desprezadas:

»propriedades (estados) do sistema sao considerados
homogéneos em todo o volume de controle.

»Eles sdo descritos por um numero finito de equacdes
diferenciais ou de diferencas ordinarias.

Modelos a parametros distribuidos : variacGes espaciais sao
consideradas no comportamento das variaveis.

»Eles sdo descritos por um numero infinito de equacoes
ordinarias ou por equacoes diferenciais parciais.

Todo sistema real é distribuido.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Parametros Concentrados x
Parametros Distribuidos

Se as variacOes espaciais sao pequenas, pode-se aproximar o
comportamento do sistema por um modelo a parametros
concentrados.

No caso de modelos a parametros concentrados, assume-se
gue as variaveis de interesse sofram alteracdes como funcao de
apenas uma variavel independente (tempo, posicdo etc) dentro
do volume de controle.

Exemplo : modelar a temperatura dentro de uma sala, pode-se
supor gue essa variavel seja homogénea em toda a sala e que
apenas varie com o tempo.

Neste caso se tem um modelo a parametros concentrados e
avariacdo de temperatura pode ser representada como: T

dt
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Parametros Concentrados x
Parametros Distribuidos

Por outro lado, caso se deseje considerar que a temperatura na
sala nao seja homogénea e gque

»pode haver, por exemplo, uma variacdo da temperatura
em funcao do tempo e da cota ‘z’ da sala, t

»em-se agora um modelo a parametros distribuidos e,
neste caso, pode-se representar asvariacbes de

temperatura como

or
070t
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Linear x Nao-Linear

Um modelo é linear se a(s) saida(s) depende(m) linearmente
da(s) entrada(s) e possiveis perturbacdes, caso contrario ele &
nao-linear.

EquacOes (e portanto modelos) sao lineares se variaveis
dependentes ou suas derivadas aparecem apenas no 1°. grau.

Considere um sistema cujas variaveis tenham condic¢des iniciais
nulas.

»Se sua resposta a uma entrada u,(t) é y,(t) e
»Se sua resposta a uma entrada u,(t) é y,(t)

Constantes
> ele é linear se sua resposta a f quaisquer

alu(t)+Llu,(t) éiguala aly,(t)+LLy,(t)
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Linear x Nao-Linear

Uma forma simples de se verificar a linearidade de uma funcéo
€ aplicar o seguinte teste:

PO +x%)=10x)+ f(x)
f(Kx)=KI[f(X) OndeK éuma Constante qualquer

A linearidade implica no Principio da Superposicao:

» 0 que significa que se pode calcular a saida de um
sistema excitado por qualquer tipo de entrada

»dividindo-se a entrada em componentes simples e
adicionando-se as respostas de cada componente.

IPRJ UERJ Modelos Lineares Ariane Ferreira



Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Linear x Nao-Linear

Dinamicas nao-lineares fazem com que a resposta a qualquer
variavel de entrada seja afetada

»pelo comportamento das outras entradas,

»de forma que € necessario identificar as relacdes entre
todas as entradas e saidas simultaneamente.

As relacdes entrada/saida podem ser identificadas uma por vez
em um sistema linear, considerando-se:

» somente uma das variaveis de entrada como fonte de
variacOes na saida. (Norton,1986).
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Invariantes no tempo X Variant  es
no tempo
Invariantes no tempo : seus parametros nao variam ao longo do
tempo.
»Modelos invariantes no tempo sao 0S mais comuns.

Exemplos de propriedade invariante no tempo:
»a resisténcia elétrica de um motor,

»a area de um tanque,
»0 atrito de uma mesa posicionadora.

NOTE A DIFERENCA: a corrente na resisténcia, a altura de
liquido do tanque, a posicdo da mesa podem variar pois nao
correspondem a parametros, e sim sao sinais abstratos ou
variaveis a serem medidas no sistema.

IPRJ UERJ Modelos Lineares Ariane Ferreira



Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Invariantes no tempo X Variant  es
no tempo

Variantes no tempo : seus parametros variam ao longo do
tempo.

Exemplos de propriedade variante no tempo:

»um trocador de calor do tipo casco-tubo em que ocorre
incrustacao de material nas paredes dos tubos.

> Neste caso, o coeficiente de transferéncia térmica
entre o casco e 0s tubos sofre uma variacéo ao longo do
tempo, alterando as caracteristicas funcionais do
trocador de calor.

»Um foguete € outro exemplo de um sistema variante no
tempo,

»pois sua massa vai diminuindo a medida que seu
combustivel € consumido ao longo do tempo.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Tempo Continuo x Tempo
Discreto
Modelos a Tempo Discreto : Modelos em tempo discreto

descrevem a relacdo entre entradas e saidas em pontos de
tempo discreto.

Assume-se que esses pontos sejam equidistantes e o tempo
entre dois pontos consecutivos seja usado como unidade
tempo, de forma que o tempo t assuma valores inteiros

(t-Z+*,1,2 3..).

Normalmente os modelos em tempo discreto sdo descritos por
equaclOes de diferenca, ao passo que os modelos em tempo
continuo sdo descritos por equacdes diferenciais.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Representacao de Modelos

Para trabalhar com sistemas lineares invariantes no tempo,
necessitamos representa-los de alguma forma.

Formas de representacéo de modelos:
» Funcoes de Transferéncia;
»Espaco de Estados;

»Regressao Linear.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Modelos de Regressao

Modelos de Regressao : Os métodos estatisticos (modelos
lineares) sdo amplamente usados como parte do processo de
aprendizagem do método cientifico.

Na biologia, fisica e ciéncias sociais, como também nos
negocios e engenharia, os modelos lineares sao uteis nos
estagios de planejamento da pesquisa e na analise dos dados
resultantes.

A teoria da Regressdo permite que se estabelecam relacoes
entre variaveis que se interrelacionam cujas informacoes estao
disponiveis (dados pré-coletados), relacées as quais associam-
se 0s modelos de regressao.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos Matematicos: Teoria da Regressao

A teoria da Regressdo permite que se estabelecam relacoes
entre variaveis que se interrelacionam cujas informacoes estao
disponiveis (dados pré-coletados), relacées as quais associam-
se 0s modelos de regressao.

Uma vez estabelecida essa relacao pelo modelo de regressao,

€ preciso avaliar a confianca que nela se pode colocar,
realizando testes estatisticos.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Tipos de Informacao

Temos dois tipos basicos de informacao a considerar:

»Informac&o descrevendo as mudancas assumidas por uma
variavel através do tempo (dados de séries temporais);

»Informac&o descrevendo as atividades de pessoas, firmas
etc. num dado instante de tempo (dados de corte transversal).

Para esses dois tipos de informacao € possivel estabelecer
relacGes que descrevem as situacoes observadas por meio de
modelos de regressao.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Tipos de Informacao

Temos dois tipos basicos de informacao a considerar:

»Informac&o descrevendo as mudancas assumidas por uma
variavel através do tempo (dados de séries temporais);

»Informac&o descrevendo as atividades de pessoas, firmas
etc. num dado instante de tempo (dados de corte transversal).

Para esses dois tipos de informacao € possivel estabelecer
relacGes que descrevem as situacoes observadas por meio de
modelos de regressao.
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Tipos de Informacao

Ou seja, dado um conjunto finito de observacbtes X e Y, por
meio do modelo de regresséo € buscado estabelecer relactes
entre XeY.

Esse conjunto finito de observacGes corresponde a uma
amostra representativa do universo de informacdes ou
populacao, a qual permitiria estabelecer a verdadeira relacao
entre XeY

Amostra Populacao (verdadeira relagao entre X e Y)

Relacdao entre a amostra e a populacao ou universo de informacdes
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Ajuste da reta

Tome-se por hipétese que exista a relacao linear |,entre X e Y.
No diagrama de dispersao da sao representadas

»as linhas |; e |, que se procurou ajustar ao conjunto de pares
ordenados (X, Y) do conjunto amostral,

»assim como os desvios (positivos e negativos) em relacdo a
I
2
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Introducao aos Modelos Lineares

Diagrama de dispersao e desvios em relacao a linha

ajustada

1 Y
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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Ajuste da reta

Definem-se desvios como o0s valores, segundo Y, das
diferencas entre os valores observados e os valores sobre a
linha |, ajustada ao conjunto de pares (X, Y).

Como regra estabelece-se que a melhor linha |, corresponde
aquela cujo somatorio dos desvios tende a zero (é
minimizado).

A melhor linha ajustada define o modelo de regresséo e pode
ser obtida pela derivacdo de minimos quadrados ordinarios.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples

RLS

Na regressao linear simples, n0s nos preocupamos em modelar a relacéo entre
duas variaveis,

Exemplos :

»rendimento e numero de anos de educacao,

»altura e peso de pessoas, comprimento e largura de envelopes,
»>altitude e temperatura de ebulicdo da agua,

»dose de uma droga e resposta,

»quantidade de adubo e producéo de gramineas.

Para uma relacao linear, nés usamos um modelo da forma:

Y, =a+[x té& E(Yi):a-l-IB)(i

onde Y é a variavel dependente ou variavel resposta e X € a variavel
independente ou variavel preditora.

A variavel aleatoria ¢ € o termo de erro no modelo.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples
Nesse contexto,o erro nao significa engano ou equivoco, mas sim um termo

estatistico que representa flutuacoes aleatodrias, erros de medidas ou o efeito de
fatores nao controlados.

A linearidade do modelo em si € uma suposicao.

Geralmente, nds adicionamos outras suposi¢coes sobre a distribuicao do erro,
independéncia dos valores observados de Y, assim por diante.

Usando valores observados de X e Y, nos estimamos (0 e B1 e fazemos
inferéncias tais como intervalos de confianca e testes de hipoteses sobre

B0 e B1.

Nés também podemos usar o modelo estimado para prever ou predizer o valor
de Y para um particular valor de X.

Estimacéo e procedimentos inferenciais para o modelo de regressao linear
simples sé&o desenvolvidos nesta disciplina.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples

RLS
*X e Y duas variaveis continuas.
*Os valores de x; de X sao amostrados sem erros de medida.
*Observamos os valores correspondentes y,, ..., y, de Y.
Exemplos
X pode ser o tempo e Y um valor medido em diferentes datas.

*Y pode ser a diferénca de potencial medida nas extremidades de uma
resisténcia para diferentes valores de intensidade de corrente.

Hypotese

X e Y ndo sao independentes e lo conhecimento X permete adquirir o
conhecimento de Y.

O valor medio E(Y|X=x), é a esperanca condicional de Y sabendo que X = X.
Funcéo Linear

E(Yi ) =at /Bxi com E(g,)=0, para todo i=1,...,n
Y. =a+ [ +e& n = n° d’observacgoes; € =residuos das obs i
| | |
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Regressao Multipla

Os Dados
Y = Variavel a explicar O Quadro de Dados
* numeérica
e (ou dependente) X1 ... Xp Y
1 (X1 ... X V1
Xy, .., X, = Variaveis explicativas :
L (X ... Xip Y
e numeéricas ou binarias :
 (ou independentes) N [ X;n ... Xpp Yn

Onde os Xi séo fixos e g é um termo aleatorio de lei N(0,0);
Os g, sdo indépendentes entre si.
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Regressao Multipla

O Modelo de Regressao Multipla Modelo na forma matricial
Y=B,+ X+ + [ X +& y=Xa+é&
o _ /b NN\
Suposicéo : independéncia linear des X.. (n,1) (n,p+1) (p+1,1) (n,1)
X 1 X p Yy : X a €
1 1 11
juste du 1
i Y mc?tjdelct) Iigear X 1 i o
y >| (n,p) = | Ml
n Yi[= |41 Xia Xip| X i
v Previséo 1i ap
[71- ] A
1
Previséo Linear Schema du modelo Linear
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Regressao Multipla

Hipoteses do modelo linear

Residuos
A variancia dos residuos € a mesma para todos os valores de X
*Homoscedasticidade :V(g) = 02
*Os residuos sao linearmente independentes: cov(g;,g) =0 Vi #j
*Os residuos sdo normalmente distribuidos : €~ N(0,0?)
A existéncia da componente estocastica (&) corresponde ao fato de que :

evariacao sincronica : individuos com mesmo valor de x; podem ter
respostas Y diferentes;

*Variacao discronica :um mesmo individuo medido varias vezes para um
mesmo valor de x; pode ter respostas Y diferentes.

*Temos equivaléncia de ¢ ~ N(0,0?) et Y/X=X; ~ N(a + Bx;,0?)
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Regressao Multipla

8.
9.

Os problemes

Estimacéao dos coeficientes da regressao

Bo: Brr---s By

Estimacgao do desvio-padrédo ¢ do termo residual &

Analise dos residuos

Medir a forca de ligacao entre Y e as variaveis X ,...,X;
Coeficientes : de correlacdo multipla (R), de determinacéao (R?)

A ligacao global entre Y e X 4,...,X, € significativa ?

A contribuicao marginal de cada variavel X ; (adicionada as outras) na
explicacao de Y é significativa ?

Selecdo automatica das « boas » variaveis X |
Comparacao de modelos.

Intervalo de predicdo a 95% dey.

10.Intervalo de confianca a 95% de E(Y).
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Notacoes

»>As variaveis sdo designadas por letras maiusculas em italico (Y, X,), 0 mesmo
se passando com as suas médias(}’: X))

»0Os vetores sao representados em letra minuscula em negrito (¥, X1
>e 0S seus elementos em italico e letra mintscula (v, xi)

»Usam-se letras maiusculas em negrito para as matrizes (X, M, W), sendo os
seus elementos representados como os dos vetores.

>0 acento circunflexo é usado para indicar que se trata de valores estimados( 0. 1,)
> A transposicdo de vetores e matrizes é indicada por (y'. M')

»Constantes e outros valores matematicos sao apresentados em letra mintscula

e italico.

»>As referéncias a distribuicOes estatisticas sao feitas do modo usual, indicando-

se entre paréntesis ou em indice 0s parametros necessarios.
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Notacoes e convencoes

Notacoes

>distribuicdo normal com média u e variancia o2 : N(u, 09);
»>distribuicdo t de Student com n-p-1 graus de liberdade e nivel de significancia y

(teste bilateral): 7;.,,(n-p-1)

y =iy yl vector das lerturas

Xy == [ ] vector das observacoes de cada variavel X

X =[x x5 X] matriz de observagoes (elementos xy, i=1..n. k=1..p)
b =laby]=[ab;b,..b,] vector dos parametros

e =[ee..ef vector dos erros

1 =J1..1] vector unitario de dimensao »

X, =[1xx,..x,] matriz aumentada de observacoes (7=0..n. k=0..p)

y=al+Xb,+te Equacao linear na forma compacta
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Conceitos basicos

Médias e variancias

»Define-se a média de uma variavel através de:

z Xix Vi

X, == (observacoes) ou Y =+=— (leituras)

n n

»>as expressodes acima referem-se a média amostral, que € uma estimativa nao
tendenciosa da média das variaveis.

»Defini-se soma dos quadrados dos desvios em relagédo a media de X,

n
2 . Ve
dﬁr B Z(:‘"ﬁc ‘X;—)
i=1
»a estimativa ndo tendenciosa da variancia de X, é dada por:

d? Z(Iﬁr _X;c)z
_d=d

. . PN . r2 — L
»0O mesmo para a estimativa da variancia de Y. Sk = n— ] n— ]
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Conceitos basicos

Variaveis nao-numericas

» A inclusao de categorias no modelo da regresséo deve fazer-se recorrendo a
variaveis binarias.
»Para duas categorias (A e B), cria-se um variavel X;, com dois valores
possiveis, correspondendo cada um a uma das categorias.

» Os dois valores costumam ser O e 1, mas pode ser usado qualquer par de
nameros.

Se houver c categorias, deverao criar-se as variaveis binarias necessarias para
definir todas as categorias.

O numero de variaveis a criar é o inteiro imediatamente superior (ou igual) a /og, ¢
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Conceitos basicos

Variaveis nao-numericas

Por exemplo, para 3 categorias A, B e C, poderéao criar-se 2 variaveis X, e X,,

A B C
X; 1 0
X; 0 1

Um erro frequente consiste em usar variaveis com mais de dois valores, o que
institui uma ordem a priori e uma relacao fixa entre classes.

No caso do exemplo, seria portanto errado usar apenas uma variavel que tomasse
os valores (0, 1, 2) para as trés classes.
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Conceitos basicos

Transformacoes dos dados

Em alternativa ao uso das variaveis originais ("raw"), podem ser usadas variaveis:
» centradas ("centered"),
»estandardizadas ("standardized")
»0u com norma unitaria ("unit lenght"),

Todos estes procedimentos visam compatibilizar, de algum modo, variaveis que
podem ter escalas e dispersdes muito diferentes.

A comparacao da influéncia relativa das diversas variaveis, com base nos
parametros estimados, soO faz sentido se as variaveis forem normalizadas.
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Conceitos basicos

Centragem

Uma transformacéao simples consiste em centrar cada variavel em relacao a sua
média.

A variavel transformada M, obtém-se de X, através de:

Semelhantemente ao que se fez para X, também aqui se define M=[m; m, .. m ].
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Conceitos basicos

Estandardizacao

A estandardizacao corresponde a uma transformacéo para média nula e desvio
padr&o unitario de cada variavel original X,.

A nova variavel Z, é obtida através de:
x, —X

ik

também aqui se define Z=[z, z, .. z,].
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Conceitos basicos

Norma unitaria

Esta transformacéo substitui os valores de cada variavel X, por uma nova variavel
W,, obtida pela seguinte regra:

x, — X
W, =k k

ik d

k

também aqui se define W=[w, w, .. w ]

]

verifica-se que a matriz W'.W apresenta diagonal unitaria (dai o nome da
transformacao).

Os restantes elementos (W'.W), correspondem a correlagao entre X, e X,.

Note-se ainda que Z'.Z=(n-1) W'.W.
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