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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade
Definicao:
A funcao de probabilidade (ou probabilidade) associada a uma variavel

aleatoria discreta X, € a funcao f que atribui a cada valor da v.a.:
D¢ y @ probabilidade do evento [X = xj],

f(a:) = P(X =2i]) = P(X =), Vi

A funcao de probabilidade f satisfaz:

. f(x;) 20, uma vez que f(xi) = P ([X = x;]) e sendo o valor da
probabilidade de um evento e sempre nao negativa.
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade

i 2 f(%)=1
*Como [X = X,]; [X = X,]; [X = Xg],...+,

«formam uma particao do espaco amostral Q ,entao:
= PQ)=PULIX =x]) =) P(X=u])=>_ flx)

I I

De fato, a funcdo de probabilidade f e uma probabilidade no

espaco amostral
RX — {Il, L9, .. }
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade: Exemplos
Exemplo 1
eSejam 3 bolas em uma urna:
euma preta (P), outra amarela (A) e ainda uma verde (V).
eConsidere o experimento retirar 2 bolas com reposicéo.
A tabela abaixo retrata as possibilidades.
N2 P | AV
P PP | PA | PV
A AP | AA | AV
V. | VP[VA|VV
*Neste caso, 0 espaco amostra é:

() ={PP,PA, PV,AA, AP, AV.VP. VA VV}
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade: Exemplos

Exemplo 1 continuacao
*Seja X 0 numero de bolas pretas :

Entdo: Ry = {0.1,2}

*Considere gue cada elemento do espaco amostral tem a mesma
chance de ocorrer : eventos equiprovaveis

* Temos assim as seguintes probabilidades:

f(0) =P(X =0)= P({AA, AV, VA VV}) = 3

f(1) = P(X = 1) = P({PA, PV, AP,V P}) = %
- _ , 1

H2) =FP(X =2)= P{PP}) = -

Ariane Ferreira
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade: Exemplos

Exemplo 1 continuacao

*\VVamos verificar se f satisfaz as propriedades apresentadas na
ultima observacéo:

f(0)>0; [f(1)>0; f(2)>0
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

Funcao de Probabilidade: formas de representacao

Ha diferentes formas de representar a funcao de pro  babilidade:

1. Atraves de uma expressao analitica:

4/9, se z=0,1
f(x)=41/9, se =2
0. c.c. (caso contrario)

2. com o auxilio de uma tabela:

Valoresde X =2 | 0 | 1 | 2 |
Valores de f(z) | f(0) | F(1) ]| f(2) |
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Parte 1.2 Variaveis Aleatorias

4/9

A

Funcao de Probabilidade: formas de representacao

3. ou uma representacéo grafica, veja figura:

f(x)
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Conceitos de variavel aleatoria

Funcao de Distribuicdo Acumulada

Seja X uma variavel aleatoria discreta.

A funcéao de distribuicao acumulada de X, ou simplesmente funcao de distribuicéo
ou ainda distribuicdo acumulada, representada por Fy, ou por F, & definida para

valores x [/ [/ por:

F(z)=Fx(z)=P(X <z)= Y  f(m)

ri<rir;cERYy

Exemplo: Apresentamos a seguir o calculo da funcédo de distribuicdo da v.a. X
numero de caras no lancamento de duas moedas.

O espaco amostral assume trés valores, 0, 1 e 2, 0os quais sao valores de
transicao na definicao da funcao de distribuicao acumulada.

Esses valores delimitam 4 regides na reta: |-L10[, [O; 1[, [1; 2[ e [2;+ |
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Conceitos de variavel aleatoria

Funcao de Distribuicao Acumulada: Exemplo

Vejamos o calculo de F em alguns pontos:
e F'(—2)=P(X <€ -2) =0 (pois Ax € Rx tal que z < —2)
o F(—1,5)=P(X <-1,5)=0
| 4
o F(0)=P(X <0)=PX<0)4+ P X=0)= 5

4/9

i 1 I
4/9

o '(1)=P(X <1) = f(0) + f(1)

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica

| y 4
¢ F(2/3)=P (\ < 3) = P(X < 0)+P(X =0)+P(0 < X £2/3) = 5
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Conceitos de variavel aleatoria

Funcao de Distribuicdo Acumulada

Figura da Distribuicao Acumulada do exemplo:

L )

89 [ ¢ O

49 —O
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Conceitos de variavel aleatoria

Funcao de Distribuicdo Acumulada

Podemos escrever a Funcao de Distribuicdo Acumulada do exemplo como:

0 se r <0,

. 4/9 se 0<z <1,
Flal = 8/9 se 1<z<2,
1 se 22,

Note o papel de transicdo, na formulacdo analitica da funcdo distribuicao
acumulada, dos valores que X assume.
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades daFuncao de Distribuicao Acumulada

A funcéo de distribuicao (acumulada) satisfaz as seguintes propriedades:

i) 0 < F(x) <1 (pois F(x) é a probabilidade do evento [ X < z].)
i1) (Nao-decrescente) Se » < y entao F'(x) < Fl(y).

Demonstracao:Dado x [/ // considere o evento [X < x] e denote:

P(X <z) = P([X <z])=P(]—00,2])

Se x <y entdo [X <x] O [X £y] obtemos que:

F(z) = P(X < z) < P(X < y) = F(y)

L=

ou seja, a funcao de distribuicdo acumulada é uma funcao néao-decrescente.
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcéo de distribuicao (acumulada) satisfaz as seguintes propriedades:
i) 0 < F(x) <1 (pois F(x) é a probabilidade do evento [ X < z].)
i1) (Nao-decrescente) Se » < y entao F'(x) < Fl(y).

iii) (Comportamento assintotico) lim F(x)=0,e¢ Ilim F(x)=1.

T——00 T——+00

iv) (Funcao distribuicao é continua a direita).

Seja x; um ponto de descontinuidade de F (isto é, x; € um dos valores da v.a.
Discreta X), entao:

lim F(z) = F(z;)

T ]T;
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada

As notacoes:

T | & 2 — -I;r e T \, T
esignificam que o limite é tomado pela direita de x;

*(ou seja, por valores superiores a X;,

*e assim todas as igualdades abaixo, mesmo a ultima, significam limite pela
direita de uma funcao qualquer F,

lim F(z)=1lm F(z) = lim F(z)= F(z])

i
.‘I‘—;I-'_ Il-r’.f .T\I;;

i
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcéo de distribuicao (acumulada) satisfaz as seguintes propriedades:

i) 0 < F(x) <1 (pois F(x) é a probabilidade do evento [ X < z].)
i1) (Nao-decrescente) Se » < y entao F'(x) < Fl(y).

iii) (Comportamento assintotico) lim F(x)=0,e¢ Ilim F(x)=1.

T— — 0 T— 100
iv) (Funcao distribuicao é continua a direita).
v) O salto que F' da em x; é igual a probabilidade de [X = z;], P(X =
x;) = f(x;). O salto é definido por: ‘ o
F(x;) — Iim F(x) = f(x;)

.IT—*.I.‘]-

Onde: I — I; significa que o limite étomado pela esquerda de x;, isto &, por
valores Interiores a xi. Temos que:

lim Fl(z)— lim_ Flz) = F(x;) — 11111_ (Z) = Jl%;)
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Funcao de Distribuicao Acumulada

Temos que:
lim F(x)— lim F(z) = F(x;)— lim F(x)= f(x;)

E—#.’I'j_ .'I‘—HI!?-_ :r—}:ri_

No exemplo temos:
f(2) = F@Q=F(2)=1-8/9=1/9
: 1) — F(1™ —8/9—4/q_4/:}
f(0) = FO)—F(0)=4/9—0=4/9
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatorias Continuas

As v.a. continuas surgem muitas vezes quando consideramos a medicdo de
grandezas fsicas como, por exemplo, o comprimento de uma barra de ferro, ou a
sua massa, ou o tempo de evaporacdo de uma certa quantidade de agua.

Uma propriedade de uma v.a. continua € que havera um intervalo

finito ou Infinito, i.e., [a, b[ ; ] -0,a] ; [b,+ ] no qual a v.a. assume
gualguer um dos valores do intervalo.

Funcao densidade de Probabilidade

Uma funcao f que satisfaca as seguintes propriedades € chamada funcédo de
densidade de probabilidade (fdp):

i) f(z) >0 Vaz valor de RR.

i) / f(x)dr = 1.
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: fdp

Dada f ha associado naturalmente um T i)
espaco de probabilidade ([J; P) e uma

v.a. X, X(x) = x, tais que, por definicdo: Funcao densidade de probabilidades

P(la, }):P(u{l <b) E /f ) dx

P({w]a<X (w)<b})

4.—'—'—'_'_'-'-'-"-’

™
- iﬁ;
i

w

SRS
\\

Uma v.a. X, € chamada de variavel
aleatoria continua, quando existe uma

funcao de densidade f tal que:
A area abaixo da regiao hachurada

b
P[’ﬂ <X B f f(’t") dic é a probabilidade P(a < X < b).
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatorias Continuas: Propriedades

Propriedades:

1. Se X € uma v.a. continua, a probabilidade de ocorréncia de um ponto € nula
dado que:

PlX =agj=Maeg< X <8 = / flz)de=10.

2. Se X é uma v.a. Continua, entao,

Pla<X<b)= Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b)

Este resultado provém do fato expresso no item acima que a probabilidade de
ocorréncia de um ponto € nula e que a probabilidade de eventos disjuntos € a
soma das probabilidades dos eventos.
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatorias Continuas: Propriedades
b =
/ Jlz)dz pordel. Pla<.X <0b) = P(X =an)4+ Pla<X <b)
Assim, Pla < X <b)=Pla< X <b)jaque P(X =a)=0.

3.P(ﬂ, < X < b) representa a area embaixo do grafico de f entre os pontos

aeb. f(b)

4. A chance relativa de 2 pontos a e b € dada pelo quociente: 4= f(r:ﬂ
Se ¢ > 1 diz-se que b tem mais chances de ocorrer do que a.

Se ¢ = 1 diz-se que a e b tem a mesma chance de ocorrer.
Se ¢ < 1 diz-se que a tem mais chances do que b de ocorrer.
Ambos os pontos tém probabilidade nula de ocorrer.

Isto NAO signfica que é impossivel ser sorteado um desses pontos.

Sair um ponto especifico € um evento possivel, pode ocorrer, apesar de ter
probabilidade nula.
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos
Exemplo: Afuncéo de densidade de Y é:
Ky—2)? paral <y <2
0, caso contrario
Calcule :
a) A constante K.

b) PO<Y<1).
c) Afuncao de distribuicdo de Y .

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos

Solucao do Exemplo: A funcéo de densidade de Y é:

Ky—2)? paral <y <2

(). caso contrario

a) A constante K.

K(y —2)3|° 8
/f {fu_1¢/11 gy — 1 s S A g B
3 ! 3
3
Resposta. |\ = —
8
b) PO<Y <1).
. 3 (-u—2)31 1 Fi
dy= | —(y=2Vdy =—+= = ——41==
/fuu/?(y)yg 3, - 2

Resposta. P(O<Y <1)=7/8.
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos

Grafico do Exemplo: a)Funcao densidade de probabilidade;
b)Funcao distribuicdo de probabilidade.

T fix) T fix)

32
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos

Exemplo: Afuncéo de densidade de Y é:
K(y—2) para0 <y < 2
0, caso contrario

c) Afuncao de distribuicdo de Y .

¢) Fy(y) —/y fu) du.

Pela expressdo da funcédo densidade, vemos que ha dois pontos de transicao, o
zero e o dois, definindo 3 intervalos:

de —ocal -, y<0
Intervalos{ de0 a2 . 0<y <2

acima de 2 .. y > 2

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica Ariane Ferreira




Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos

Resolugcao do Exemplo: de —occal . y<0
1. sSey<0: Intervalos { de 0 a2 . O<y<?2
Y Y _ acima de 2 . y > 2
Fy(y) = / flu)du = f Odu =0
— o0 — 0
2. Se0<y<2:

Y

|
é\
=
i U.| %)
——
e
|
)
i T
]
=
—
|
e
|
!
f —
L

3. Sey=2:
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos
Resolucdo do Exemplo: de —occal . y<0
> 2 : :
3. Seyz2 Intervalos ¢ de 0 a2 . 0 <y <2
acima de 2 . y > 2
Fy (y) :f f(-u}d.-u:/ (1 r!zz+/ flu)du -+ / fu) du
%3 (u — 2)?
= —(u—2)du = : =+1 (como previsto)
0 3 0
Ent&o temos a fungao: (0, sey <0
_9)3 _ |
Fy(y) = <« 14—%. se <y <2
1, sey>2
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatorias Continuas: Propriedades

Propriedades: Se X é uma v.a. continua com fdp f e F € a funcao de distribuicao,
entao:

1. F é uma funcao continua;
2. F é nao-decrescente

3. Entao:  |im F'(x)=0¢e i Fi{g) =

T——00 r—-+}00

4. Se f é continua, entao:

5. X é uma v.a. continua . Entao:
Fh)—Fla)=Pla< X b)) =Ple < X <€ b= Pla < X <b)= Pla< X £h).

BIXCH = P =0 Bj—T0 — o, ] L0 5]
— P —o0,a]) + P(la,H)= P(X €d)+Pla< X <b)
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatorias Continuas: Propriedades

5. X éuma v.a. continua . Entao:

Fh)—Fla)=Pla< X b)) =Ple < X <€ b= Pla < X <b)= Pla< X £h).

BIXCH = P =0 Bj—T0 — o, ] L0 5]
= P(] —o0,a])+ P(]a,b])=P(X <a)+ Pla< X <b)

¥

Pla< X <b)=PX<b)—-P(X<a)=F(b) — F(a)

O conhecimento da funcédo de distribuicdo acumulada permite o calculo de
probabilidades (lado direito acima), sem se utilizar a fdp.

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos

Exemplo: Considere a funcao distribuicdo acumulada obtida no exemplo anterior:

(0. <0
T — 2)3

F(x) =4 (2 2 ) 41, < ®<?
I, =2

a) Determine a funcéo densidade de probabilidade;

b)A partir da funcdo de distribuicaoo acumulada é possivel determinar-se a
probabilidade de eventos sem recorrer a funcédo de densidade.

Desta forma calcule P(0 < X < 1).
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Conceitos de variavel aleatoria

Variaveis Aleatdrias Continuas: Exemplos
Solucdo do Exemplo: (0, z<0
_ Tr— 2 3 _
Fa)=3 =2 |1 g<er<?
3 <
1, z>=12
a)
. ) "l
0, =<V Sx—22, O<z<2
3 | | 8" -
fle)=F(z)=13(—-2? 0<z<2 =
, =>2 |0, caso contrario

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica Ariane Ferreira



Conceitos de variavel aleatoria

Parametros da Distribuicao

Por analogia, em um modelo linear {1 — .1 —+ b

b representa a interse¢cdoo com o eixo dos y's e

&

a representa a inclinacéo da reta. flx)

Usualmente, os parametros de uma v.a. SA0 a esperanca e a variancia

Temos o0s parametros, a e b, que apresentam interpretacoes especificas,

tgu=a

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica

Modelo linear, uma reta
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Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de uma Variavel Aleatdria Discreta

O valor esperado ou esperanca de uma variavel aleatoria discreta, X, tambéem

chamado de média da v.a. é: ) i
E(X)=) z:P(X =)

1

Onde P(X = r;) = f(x;)€ afuncdo de probabilidade da v.a.

Exemplo: Calcule a esperanca no lancamento de um dado.
Solucao: Os valores que X assume sao X=1,2,3,4,5,6 com probabilidade 1/6.
21

5+1_ ¥
G 6 2

= 3D

_|_

T

Interpretacao: Se lancar o dado sucessivas vezes, a média dos resultados
encontrados tendera a ser 3,5:
mas podendo ser mais ou menos, € um valor aproximado.
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Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de uma Variavel Aleatdria Discreta

Exemplo: Seja X uma variavel aleatdria, assumindo os valores -1, 0, 1 e 2
respectivamente com probabilidades 0,10; 0,25; 0,30; 0,35.

Calcule a esperanca de X.
Solucao:
E(X)=(-1)-(0,10)+0-0,254+1-0,300+2-0,35=10.9

Observacao: A esperanca ou meéedia de uma variavel aleatoria discreta X nada
mais €, do que uma média ponderada dos valores de X, x;, com pesos P(X = x;);

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica Ariane Ferreira




Conceitos de variavel aleatoria

Interpretacao Fisica: Centro de Massa

Centro de Massa: Suponhamos que temos uma barra cujo peso seja despresivel
e que nas posic¢oes x; tenhamos particulas pontuais com massa m;,

Uma pergunta natural € saber onde posicionar o dedo para conseguir que as
massas a esquerda do dedo equilibrem as massas a direita.

T+ T ==t B s T

my + g +...My,
Ty~My+Tog-Mo+...2, m,

Ly

‘massa total
Onde a massa total' € dada pela soma das massas de cada uma das particulas,

M=m,; +m,+ ..+ m,. Neste caso, x, € chamado de centro de massa da barra e
X, € obtido atraves de uma media ponderada dos x;’s.

Note que p; = m;/M pode ser pensado como uma funcao de probabilidade definida
em cada uma das posigoes, p; = P(X = x;), uma vez que 1 =>pi =0.
my My mi—+... T+ My

gy bp = Ly _ _
L TP e TR i T M
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Conceitos de variavel aleatoria

Interpretacao Fisica: Centro de Massa

Centro de Massa:
Assim Tp =T1 -1 +T2-P2+ ...+ Ty  Pn.

E a posicéo do centro de massa e é a esperanca de uma v.a.

Inversamente, a eseranca pode ser interpretada como o centro de massa:

Tp = Ty1-P1+...+ Ty Pn.
_ I1rprt ...t Iy Py
- 1
_ I1'pr T ... T T Pn
B pl“"---pn

Ty pPr+...T™Tp"Pn
‘massa total’

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica
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Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de uma variavel aleatoria continua

Seja X uma v.a. continua com funcéo densidade de probabilidade f.

A esperanca de X é: o +oo
E(X)= f r f(x)dx
+ 00
Quando esta integral existe e é finita: / % flz)dz < oo.

Exemplo: Seja X uma variavel aleatoria, com densidade:
2/3, se 0<z<3/2
flx)=9 .
0, caso contrario

Calcule E(X) e interprete o resultado do problema como sendo a posicao do
centro de massa.
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Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de uma variavel aleatoria continua

Solucao do Exemplo:  a partir da definicao:

2 3/2 9 2
EO)= [ sf@dr= [ sar=T
= 0o 3 3

o0

Calcule E(X) e interprete o resultado do problema como sendo a posicao do
centro de massa.

Este exemplo admite uma interpretacdo de calculo do centro de massa de uma
barra.

Assuma que temos uma barra comecando em 0 e terminando em 3/2, com
densidade uniforme (constante) e igual a 2/3.

Neste caso, como E (X) representa o centro de massa, devemos esperar que,
devido a uniformidade, este esteja localizado no meio da barra, isto €, em 3/4, o
qgue de fato se verfica, E (X) = % ( meio da barra).
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Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de Funcédo de uma variavel aleatoria

Seja X uma v.a. e Y = h(X) uma funcao de X.
Entdo Y também & uma v.a.

Assim, podemos determinar sua funcao de probabilidade (no caso discreto) ou
sua densidade de probabilidade no caso continuo, a funcao de distribuicao, F. , e
seus parametros, a esperanca, E (Y ), e a variancia, Var (X).

a) Se X for discreta entao:
B (¥ =58 (X)) = Z hiz;)P(X = x;)

b) Se X for continuo com fdp, f, entao:

E (Y) =E (h(X)) = / Bl

o

Assim para calcular a esperanca de Y n&o é necessario calcular a funcéo de
probabilidade (no caso discreto) ou a fdp (no caso continuo) dav.a. Y .

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica Ariane Ferreira



Conceitos de variavel aleatoria

Esperanca de Funcédo de uma variavel aleatoria

Exemplo : Seja X o tempo que uma peca é banhada em um tratamento quimico e
Y =0,003X? a espessura superficial resultante.

Assuma gue o tempo do banho é uma v.a. uniforme:
;oo

. — D<= <10
fla)=210F ~—
0.
\

caso contrario

Calcule o valor esperado da espessura da camada superficial.
Solucao:

o 5 1
E(Y)=E(f(X)) = / i) f(x)ds = /U. 00322 - 10 = 1

0O
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Esperanca

a) Se X =C, onde C € uma constante (P(X =C) =1) entao E (X) = C.
Demonstragdo: E (X) = ZLI (+1=C
b) Se b € uma constante e X uma v.a., entao:
Caso continuo: F (bX) =bE (X).

Demonstracao:
E (bX) = f b flz)da—= bf a|f(z)dz =bDE (X)
— — %0
E (X)

Porque a esperanca satisfaz as propriedades (b) e (d) diz-se que a esperanca €
(uma funcao) linear.

c) Seaeb sdoconstantes, entdo: E (aX +b) =ak (X) +0D.
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Conceitos de variavel aleatoria

Propriedades da Esperanca

d) Sejam X e Y duas v.a.quaisquer. Entdio E (X +Y)=E (X)+E (Y).

Duas v.a. X e Y séo independentes se e sO se 0S eventos:

a< X <0 e [e<Y <d foremindependentes para todos os valores de a,b,c,d.

e) Se X e Y, forem v.a. Independentes , entdo: E (XY)=E (X)E (V).
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Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria

A média € um importante parametro de uma v.a., mas nao serve para distinguir
comportamentos bastante distintos de v.a.

Isto €, ha v.a. com comportamentos muito diversos, mas com a mesma meédia.

Exemplo : Sejam X, Y , Z e W as v.a. abaixo:

. | L Calculamos a esperan¢a de cada uma das variaveis:
X =0 com prob. 1

v — ;—1 com prob. 1/2 E(X)=0-1=0
|1 com prob. 1/2 5 T Vo B e
: 1 /2 E(Y)=(-1)-5+1.5=0
—100 com prob. 1/2 1 1
Z =< 1 /2 B ()= (=100§ =< 100-==0
100 com prob. 1/2 2 2
) o g Bz |
wo— —100 com prob. 3/4 E (W)= -100- 1 + 300 - i 0
1300  com prob. 1/4

Note que as 4 v.a. ttm a mesma esperanca mas Sao v.a. completamente
diferentes. Nao é possivel distinguilas atraves da esperanca.

O conceito de variancia ajuda na distincdo dessas v.a.
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Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria

Dada uma v.a. X, a varianciade X é: Var(X)=E (X —E (X))?).

e o desvio padrdode X é: DP (X) ="

Observacoes:
1) Note que: Var(X)=E (X?) — (E (X))? entso:

Var (X))

B (02— 2%(B O) -1 (0

=E (X?) - 2E (X(E (X)) +E ((E (X))?)
= E (X?) — 2E (X)E (X) + (E (X))?

=E (X?) — (BE (X))?
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Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria

2) Se E (X?) = esperanca de uma funcéo da v.a. X (a funcdo quadrado) € dada

por. r : = =& =
Y z2 P(X =x;), se X é discreta
E (4\{2) = ¢ o )
_ / r° f(r)dr, se X é continua
Assim: \ J —oo

Y (x; — )2 P(X =z;), se X é discreta

Var (X)=E (X —E (X))2={ "
/ (z — ,u)2 f(r)dr, se X é continua

o

Ou ainda usando: Var (X)=E (X?) — (E (X))?

Y22 P(X = z;) — (Z x; P(X = If)) se X é discreta

o0 o's) 2
/ 2 f(x)dx — ( / rf (Jr)rf:r) se X ¢ continua
‘o —00 —00

IPRJ UERJ Probabilidade e Estatistica Ariane Ferreira




Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria

3) Note que se [X] = U, X tem unidade U,
eentdo a unidade de Var (X) é U?, [Var (X)] = U?,

*e assim a unidade do desvio padrdo sera U, [DP (X)] = U,ou seja tem a
mesma unidade que a v.a. (0 que é uma vantagem com relacdo a
variancia).

4) Tanto o desvio padrdo como a variancia sdo uma medida da dispersao ,isto €&,
0 espalhamento dos valores da v.a. X em torno de E(X) no sentido que:

l.quanto maiores forem DP (X) ou Var(X), mais dispersos sao os valores de X;

li.guanto menores forem DP (X) ou Var(X), menos dispersos da média sdo os
valores de X.

5) Sao comuns as seguintes notacoes:

1 =E(X),o*=Var(X),o =DP(X)
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Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria

Exemplo : Sejam X, Y , Z e W as v.a. Abaixo e sabendo que
E(X)=E(Y)=E(Z2)=E(W)=0

X =0 com prob. 1 ) o . 5
, Var (X) = E(X°)—(E(X))*=0°-1—-0"=0
v —1 com prob. 1/2 . DP (X)) = /O =0
|1 com prob. 1/2 - e e
i Y.
p_ DLW

r_ . -ob. 1/2 - e = . -
) 100  com prob l/ \a'::l.l‘ (} ) _ E (1 2) . (E (} ))2 - ‘ i
100 com prob. 1/2
— {—1[1{] com prob. 3/4

N
I

1300 com prob. 1/4

- 5 100)? —100)?
Var (2) = E (29— (B (2)? = S + 02— 10,000

—~ DP(Z)=100

ama

E (W?) — (E (W))? = (—100)2 . ; + (300)° . i = 3.000

— DP (W) = /3000 = 10v/30

Var (W) =

Ariane Ferreira
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Conceitos de variavel aleatoria

Variancia de uma variavel aleatoria
Exemplo : Calcule Var (X) e DP (X) da v.a. X cuja fdp é dada por:

|
—., 0< <10
fx@) =410 ~="=

). caso contrario

Solucao:
10 10 . 210
E (X)) = / rf(z)dx :f —dr=—| =5
5 i 10 201,
10 10 2 o pf s
o 5 . - ; 100
E (X?) = / % f(z)dx = / fid-x = - i = —
R o 10 10 - 3], 3
| , N 100 : 20
Var (X) = E(X?)—(E (X)) =—--5*= 3’
2D h
DP (X} = — 00080
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