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Modele Lineaire Simple

Le modele simple
X et Y deux variables continues.
Les valeurs x; de X sont controlées et sans erreur de mesure.
*On observe les valeurs correspondantes y,, ..., y, deY.
Exemples
*X peut étre le temps et Y une grandeur mesurée a différentes dates.

*Y peut étre la difféerence de potentiel mesurée aux bornes d’'une résistance
pour differentes valeurs de l'intensité du courant.

Hypothese

X et Y ne sont pas indépendantes et la connaissance de X permet
d’améliorer la connaissance de Y.

|a valeur moyenne E(Y|X=x), I'esperance conditionnelle de Y sachant que X =
X.

Fonction Lineaire E(Yi ) =a + BX Avec E(g)=0, pour tout i=1,...,n
Y.=a+px +¢& n = nb d’observations; € =résidu de l'obs i
I I I

A. Ferreira
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Les Données

Y = Variable a expliquer Le tableau des données

numerique
(ou dependante)

X, Y
le Y1

..., X, = Variables explicatives

Xip Yi

numerigues ou binaires
(ou indépendantes) ... Xnp Yn

ou les x;; sont fixes et g est un terme aléatoire de loi N(0,0);
Les g sont indépendants les uns des autres.

A. Ferreira
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Le modele linéaire multiple Modele sous forme matricielle

Y=By+B X+ +[B X +E y=Xa+&

1NN

Supposition : indépendance linéaire des X. (n,1) (n,p+1) (p+1,1) (n,1)

X |

Ajustement du
modele linéaire

=R

Prévision

=

|7l:

(Y

Prévision Linéaire Schématisation du modele
Linéaire

A. Ferreira
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Hypotheses du modele linéaire

Résidus
sLa variance des résidus est la méme pour toutes les valeurs de X
eHomoscédasticité : V(g) = 0?
-Les résidus sont linéairement indépendants : cov(g;g) =0 Vi # |
Les reésidus sont normalement distribués : €, ~ N(0,0?)
L'existence de la composante stochastique (&) correspond au fait que :

evariation synchronique :  individus avec méme valeur x; peuvent avoir des
reponses Y difféerentes;

svariation diachronique : un méme individu mesureé a plusieurs reprises avec
la méme valeur x; peut avoir des réponses Y différentes.

*On a équivalence de ¢ ~ N(0,0?) et Y/X=X; ~ N(a + Bx;,0?)

A. Ferreira
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Les problemes

. Estimation des coefficients de regression
Bo: Brr---s By
. Estimation de I'écart-type o du terme résiduel ¢
. Analyse des résidus
. Mesurer la force de la liaison entre Y et les var  iables X 4,...,X
Coefficients : de corrélation multiple (R), de détermination (R?)

P

. Laliaison globale entre Y et X 4,...,X; est-elle significative ?

. L’apport marginal de chaque variable X ; (en plus des autres) a
I'explication de Y est-il significatif ?

. Sélection automatiques des « bonnes » variables X

. Comparaison de modeles.

. Intervalle de preévision a 95% de .

10. Intervalle de confiance a 95% de E(Y).

A. Ferreira
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Estimation des coefficients de régression B
Notations :
yi = valeur observée

180 +181X1I T +18pxp|
valeur calculée

= prevision dey,
e = Y, -y = erreur

Méthode des moindres carres :

A A ~ n
On recherche /5;: B8,  minimisant Zeiz.

Des modeles sur des échantillons différents donneront des estimateurs différents.
D’ou une variance des estimateurs.

A. Ferreira
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Estimation des coefficients de régression B

Afin de simplifier la notation nous utiliserons aalaplacede f8
Systeme de n égquations et p inconnus :

Y= T a1X1,1 t ale,z te--t ap—lxl,p—l t&

Yo =t a1Xn,1 + aZXn,Z Tt ap—an,p—l t &,

Sous forme matricielle :

SANEE

\Yn/

I
y

A. Ferreira
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Estimation des coefficients de regression

Les coefficients a,, ...., a,; sont obtenus par la minimisation des moindres
carrées :

L= ansiz =¢e'e=(y-Xxa) (y - Xa)
i=1
La solution est donnée par:

a=(X"X)"XTy=CcxX"y

C= (XTX)_l estunematricesymétriqueletaille (p,p)

Propriétés statistigues de QA

E(@) =a
V(a) =0°C
Les valeurs prédites par le modele:
y=Xa=XCX'y =Hy
H = (XCXT)estunematric&symétriquequivérifieH *=H

A. Ferreira
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Vecteur des residus

Le vecteur des résidus du modeéle :

y-y
—H

(|

%

Proprietés orthogonales des residus :
1'e=0
v'e=0
X'e=0

Estimation de I'écart-type o du terme residuel :

Ze

npl

A. Ferreira
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Sommes des carrés

Décomposition de la somme des carrés totale :

\Z(Yi _V)JZ :\Z(S\/i _V)JZ '\"Zei?

Somme des Somme des Somme des
carrés totale carrés expliquée carres résiduelle
Régression (erreurs)

Valeur moyenne de la variable réponse y :

n

Somme des Carrés Totale : T = Z(yi - y)2 —y'ly -2
i=1

i=1

n
T

Somme des Carrés Erreurs :  SCE = Z(yi -9y =yTy-a
=1

A. Ferreira
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Sommes des carrés

sommedes carres residuels

SCE = Z(yf -, )2

sommedes carrés totale

SCT = Z(.};f - }_)2

sommedes carrés dus alarég.

SCR=Y (3, ~7)

I

A. Ferreira
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Carrés Moyens

Somme des Carrés : SCT=SCR+SCE

] , o R
Carré Moyen de la Régression : CMR = C

p-1

Carré Moyen Résiduel (Erreurs) : CME = SCE

SCR = somme des carrés Régression n=p
SCE = somme des carres Erreurs

p = nombre de variables

n = nombre d’observations

Coefficient de détermination multiple R 20 (0,1)

_SCR_, SCE
ST~ <CT

R2

A. Ferreira
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Coefficient de détermination Ajusté R 2 0(0,1)

R2 augment toujours avec I'addition de variables expli catives au modele.

Comment comparer les R 2 de deux modéles construits avec des nombres
d’'observations et des variables différents ?

Le R, ? permet de tenir compte du nombre d’observations et du nombre de
variables explicatives.

*On modifie le coefficient R? en tenant compte du nombre de degrés de liberté
«de la somme des carrés totale (n-1) et
«de la somme des carrés résiduelle (n-p-1)

2 _4_ (n—p): n-1 2
R =1 o 1- (n p](l R?)

*Grace au R_? on peut comparer les pouvoir explicatifs de différe nts modeles.

LE

A. Ferreira
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Mesure de la multi-colinéarité :
Tolerance et VIF

Tolérance

*Tolérance (X)) =1 - R?(Xj ; Autres X)

o|l est preférable d’observer une tolérance supérieure a 0.33.
VIF

*Variance Inflation Factor = 1/ Tolérance

oIl est préferable d’'observer un VIF inférieur a 3.

La multi-colinéarité

S(Xy,..-,X,) estla somme des carrés expliquee par les variables X;,...,X

F partiel c e a7 _ S(Xyy Xp) = S(Xpy X X Xp)
J

p"

sz é\-riodélecomplet
On obtient un [t| petit si :
|cor(Y,X])| est petite ou bien

R#(X, ; Autres variables X) est grande.

|

A. Ferreira
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Le Test d’hypothese Globale

La liaison globale entre Y et les variables explicatives X,,...,X, est-elle significative?

*Test d’hypothese :

Hy:0), a, =0

. au moins un coefficient différent non nul.
H,:0,a #0

*Si I'hypothese H, est acceptée : la variable Y ne dépend pas du tout des
variables X,..., X, .

p
I'hypothése H, est rejetée si: 1-F; (% P-1ln- pj <a
CME
*Tableau ANOVA .
sDécision de rejeter HO au risque a de se tromper :
*Rejet de H, si Iiz F i o (p-1, n-p)

~

Fractile d’'une loi de Fisher-Snedecor

A. Ferreira



Régression Multiple

Le Test d’hypothese Globale Niveau de signification

Plus petite valeur de a conduisant au rejet de H,

Loi de F sous H,

/

0

Niveau de signification

F 1 o(p-1,n-p) F observé

On rejette Hy au risque O de se tromper si NS

A. Ferreira
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Les Tests d’hypothese Marginaux

Lorsque le test global conduit au rejet de I’hypothese nulle, il faut rechercher quels
sont les coefficients de régression éj significatifs (différent de zéro) :

*Test d’hypothese :
H,:a, =0

H,:a; #0

N

a.
)
I'hypothese H, est rejetee si : 2\1-F; \/—
c.CME
)

.

°c;; est I'element diagonal de la matrice C correspondant a éj :
*Tableau ANOVA .
*Décision de rejeter H, au risque a de se tromper :

‘Rejet de Hysi |t [= t, 4, (N-p)

Fractile d’'une loi de Student

J

A. Ferreira
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Le Tests d’hypotheses Marginaux Niveau de significa  tion

Plus petite valeur de a conduisant au rejet de H,

Loi de t; sous H,

A

-t
tl_a/z(n-k-l)

On rejette « H : Bj =0 » au risque O de se trompersi NS < a
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Intervalles de confiance

Intervalle de Confiance des coefficients de régress  ion

N

L'intervalle de confiance du coefficient @; au niveau 1-a est donnée par la formule

(aj)L :éj —FT"l(]__O/Z’n_ p)\/cijME
(a))y =4, +F"(1-9%,n~ p),/c;CME

Intervalle de Confiance des valeurs predits par le modele

(x"a), = - F;l(l—%,n— p)y/ CME(X" Cx)
(x"a), = §+F* (1—%,n ~ p)y/CME(X"Cx)

A. Ferreira
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Analyse des résidus

Modele de regression :

Loi de €

Y =By 4 BXy e+ B X, +E

avec € LIN(O, o)

Un résidu e, est considere
comme trop important si

e|>%

ou
Résidu
standardisé

A. Ferreira
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Analyse des résidus et des observations

Résidus et Observations

sL’ensemble des individus étudiés forme-t-il un ensemble homogene au
niveau des variables explicatives, ou bien existe-t-il des points atypiques
éloignés des autres?

oIl peut avoir des observations mal reconstituées par le modéle. A partir de
guel niveau peut-on considérer une erreur comme trop importante?

«Certaines observations peuvent avoir une influence importante sur la
construction du modele.

o[ ’estimation des parametres du modele réalisée en utilisant toutes les
observations peut étre assez differente des résultats de I'estimation sans
utilisation de ces observations.

Comment identifier les observations influentes?

A. Ferreira
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Analyse des résidus

Vecteur des résidus standardisés d ; €

v CME

Vecteur des résidus studentisés r : r &

- \/CME(]-_ hii)

h; estle jieme élément diagonal de la matrice H

H = (XCXT)estunematricesymétriqueyui vérifieH? = H

Mesure de I'influence des observations :
sune observation a une influence significative sur le modele si :
2p

*Le Levier h ; : hjj >
N

*QOu la Distance de Cook’s :

A. Ferreira
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Utilisation d’observations répétés

Exemple: Plan d’expériences factoriels avec répétit  ion
* N expériences avec m repetitions

Total de réeponses observés : n=n,+...+n,
sLa decomposition de la Somme des Carres Erreurs

n; m N0 R
SCE = Z(yi,j—)’.) ZZ(ylj_yl) +Zn( y)
i=1 j=1 =1 j=1
i i j= . g
Somme des Somme des
carrés des erreurs carrés Lack-of-fit
SCPE SCLOF

J

Les Carres Moyens des Erreurs Teste d’hypothese :le modele de
CLOE régression pourra étre rejete si :

CMLOF =
m-p
I F (CMLOF

SCPE CMPE
n—m

,m- p,n—mjsa

CMPE =

A. Ferreira



Régression Multiple : Sélection des variables

PAS)

Régression pas a pas descendante (Backward)

On part du modele complet.

A chaque étape on enleve la variable X; ayant 'apport marginal le
plus faible :

It;l minimum ou NS( t;) maximum

a condition que cet apport soit non significatif
(NS(t) = 0.1 = valeur par defaut).

A. Ferreira
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Exemple réf.[3]

Données de Wheelwright et Makridakis

oll s’agit de relier les ventes semestrielles y d’'un produit a huit variables
potentiellement explicatives X:

*X, = marché total de la branche (MT);

*X, = remise aux grossistes (RG);

*X5 = prix (PRIX);

X, = budget de recherche (BR);

X = Investissements (INV);

*Xs = Publicité (PUB);

X, = Frais de ventes (FV);

*Xg = Total du budget publicité de la branche (TPUB).
Variable a expliquer :

*Y = Ventes semestrielles (k€)

A. Ferreira



Cas Ventes : les données

Togal
Rem)igas X4 X5 publciﬁc' X7 Y
Marché aux Budget de Frais de de'la
SEMESTRE total grossistes Prix recherche Investissements Publicité ventes branche Ventes

398 138 56 12 50 77 229 98 5540
369 118 59 9 17 89 177 225 5439
268 129 57 29 89 51 166 263 4290
484 111 58 13 107 40 258 321 5502
394 146 59 13 143 52 209 407 4872
332 140 60 11 61 21 180 247 4708
336 136 60 25 -30 40 213 328 4627
383 104 60 21 -45 32 201 298 4110
285 105 63 8 -28 12 176 218 4123
277 135 62 11 76 68 175 410 4842
456 128 65 22 144 52 253 93 5741
355 131 65 24 113 77 208 307 5094
364 120 64 14 128 96 195 107 5383
320 147 66 15 10 48 154 305 4888
311 143 67 22 -25 27 181 60 4033
362 145 67 23 117 73 220 239 4942
408 131 66 13 62 235 141 5313
433 124 68 8 25 258 291 5140
359 106 69 27 74 196 414 5397
476 138 71 18 63 279 206 5149
415 148 69 8 29 207 80 5151
420 136 70 10 91 213 429 4989
536 111 73 27 74 296 273 5927
432 152 73 16 16 245 309 4704
436 123 73 32 43 276 280 5366
415 119 75 20 41 211 315 4630
462 112 73 15 93 283 212 5712
429 125 74 11 83 218 118 5095
517 142 74 27 75 307 345 6124
328 123 77 20 88 211 141 4787
418 135 79 35 74 270 83 5036
515 120 77 23 21 328 398 5288
412 149 78 36 26 258 124 4647
455 126 78 22 95 233 118 5316
554 138 81 20 93 324 161 6180
441 120 80 16 50 267 405 4801
417 120 257 111 5512

132 267 170 5272

100 300 200

Co~NoOUO~WNE

A. Ferreira
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Probleme de prévision des ventes

Prévoir les ventes semestrielles (en K €)y du 39e semestre sous le scénario
suivant :

Marché total (MF) = 500

Remises aux grossistes (KF) = 100

Prix (F) = 83

Budget de Recherche (KF) = 30
Investissement (KF) = 50

Publicité (KF) = 90

Frais de ventes (KF) = 300

Total budget publicité de la branche (KF) = 200

A. Ferreira
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Mesure de la multi-colinéarité :
Tolérance et VIF

Coefficients 2

Standardized
Coefficients

Unstandardized

Coefficients Collinearity Statistics

B

Std. Error

Beta

Tolerance

VIF

(Constant)
MT

RG

PRIX

BR

INV

PUB

FV

TPUB

3129.231
4.423
1.676

-13.526
-3.410
1.924
8.547
1.497
-2.15E-02

641.355
1.588
3.291
8.305
6.569

778
1.826
2.771

401

142
946
439
.630
752
778
116
.882

7.051
1.057
2.276
1.587
1.330
1.285
8.621
1.133

a. Dependent Variable: VENTES

A. Ferreira
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Prix d’un appartement
Il s’agit d’etudier le prix Y d’'un appartement en fonction de sa surface X.
Nous avons releve quelques annonces d’appartements a vendre dans le Figaro.

Les données sont reproduites dans le tableau 1.

Pour avoir une vision d’ensemble des données, nous avons construit le tableau 2
en associant a chagque appartement son prix, sa surface et son prix au m?, puis le
graphique prix / surface de la figure 1.

Il peut avoir des observations mal reconstituées par le modele.

A partir de quel niveau peut-on considérer une erreur comme trop importante?

A. Ferreira
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Prix, surface et prix au m 2 des 28 appartements

Surface Prix Prix au m?
Localisation (m?) (x 1000€) (en €)
censier 28 130 4640
contrescarpe 50 280 5600
rue saint-simon 650 6130
rapp 800 4080
saint-andré des arts 268 4870
5-ieme, prés quais 790 4160
gobelins 500 4550
gobelins 320 5330
censier 250 5210
panthéon 250 7140
rue madame 350 4070
rue de seine 300 4620
panthéon 155 4840
sevres-babylone 245 4710
montparnasse 200 5000
rue d'assas 1500 5770
saint-germain 325 4640
ile saint-louis 950 8120
jussieu 378 4200
quartier-latin 78 2600
montparnasse 375 3570
rue mazarine 200 3850
censier 270 3380
assas luxembourg 295 4920
jardins de |'observatoire 990 7070
rue de savoie 85 4250
prés luxembourg 495 4950
gobelins 85 3040

[Eny

2
3
4
5
6
7
8
9

NRNNRNNNMNRNRNNNRRRRRRRR R R
® NN WNRPROOOOWNOOUNAWNDNLERO

A. Ferreira
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Graphique Prix / Surface des 28 appartements

1600 16
|
1400
1200
1000
800 1
600

400

2001

Prix (en milliers d'euros)

0

0

Surface

A. Ferreira
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From Willlam E. Becker, Statistics for Business and Economics, S.R.B.
Publishing, 1997, p. 509-511.

An article in Newsweek (January 22, 1996) stated that "Compared with real
wine-drinking countries, the United States is practically dry. That may be a
reason, scientists say, that our rate of heart disease is higher." Dr. Charles
Fuchs is also quoted saying that drinking beer versus wine may produce
extraordinary differences in life expectancy. Questions: 1) Does wine, beer or

liguor consumption provide an explanation of death rates from heart
disease? 2) Does wine consumption significantly lower death rates from
heart disease? The following data on average country death rates and
average country alcoholic beverage consumption, in liters per capita, were
provided in the Newsweek article. "Heart Disease" is defined as the death
rate per 100,000.

A. Ferreira
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Death Rate from
Heart Disease

France 61.1
Ttalv 041
Switzerland 1064
Australia 1730
Britain 1997
USA 176.0
Fussia 3736
Czech Eepublic 2837
Japan 347
Mezxico 6.4

| I O R S T T T =
e T R e I R = ..E
]
=

-
(-

<
[

*Consumption Per Capita

A. Ferreira




Exercice 3 Exercice référence [5]

Semiconductor Manufacturing Plant
Wire bond pull strength data

The table contains data on three variables that were collected in an
observational study in a semiconductor manufacturing plant. In this plant, the
finished semiconductor is wire bonded to a framer. The variable reported are
pull strength (a measure of the amount of force required to break the bond),
the wire length, and the height of the die.

We would like to find a model relating pull strength to wire length and die
height. Unfortunately, there is no physical mechanism that we can easily
apply here, so it doesn’'t seem likely that a mechanistic modeling approach
will be successful.

A. Ferreira



Exercice 3 Exercice référence [5]

Semiconductor Manufacturing Plant
Wire bond pull strength data

Obs number

Y: Pull Strength

x1: Wire Length

x2: Die Height

1

9,95

50

24,45

110

31,75

120

35,00

550

25,02

295

16,86

200

14,38

375

9,60

52

2
3
4
5
6
7
8
9

24,35

100

=
o

27,50

300

=
=

17,08

412

[ERN
N

37,00

400

=
w

41,95

500

[y
D

11,66

360

[ERN
(2}

21,65

205

[uny
(o)}

17,89

400

=
~

69,00

600

-
o

10,30

585

[ERN
O

34,93

540

N
o

46,59

250

N
=

44,88

290

N
N

54,12

510

N
w

56,63

590

N
D

22,13

100

N
w

21,15

400

A. Ferreira




