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Definicoes arestas com pesos iguais

GRAFO

nnos (ou vértices) conectados (ou nao) por m arcos (ou arestas).

Figura : Um exemplo de grafo:
G=(V,E),V={1,2,3,4,5} E={{1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{4,5}}

GRAFOS SIMPLES — grafo sem lagos e sem arestas multiplas.
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Definicoes arestas com pesos iguais

GRAFO ORIENTADO — cada aresta tem um ponto inicial € um ponto
final.

Figura : Um exemplo de grafo orientado:
G=(V.E),V={1,234}E={(1,2),(2,3),(3,4)}

Lacia Maria (IPRJ/UERJ) GRAFOS 25 de junho de 2013 3/22



Definicoes arestas com pesos iguais

MATRIZ DE INCIDENCIA de um grafo orientado (A):
linha i — aresta i/ coluna j — no j
Aresta I

Saido né j; : linha ide Atera —1 na coluna j
Chega no no j» : linha ide Atera +1 na coluna j»
Todas as outras posicdes serdo completadas com zero.

Exemplo:
-1 +1 0 O
-1 0 +1 O
A= -1 0 0 +1

o 0 -1 +1
O +1 0 -1
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Definicoes arestas com pesos iguais

Qual a matriz de INCIDENCIA do grafo abaixo?
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Definicoes arestas com pesos iguais

MATRIZ DE ADJACENCIA (W):
matriz n x n — linhas e colunas < nés do grafo
(W) = w;

nds i e jconectados < UM
nods i e jdesconectados < ZERO

0100
11 0 1
0 0 01
0110

W =

GRAU DO NO i — nimero de arestas incidentes nesse né.
MATRIZ GRAU DE UM GRAFO — cada (D);; guarda o grau do nd i.

10 0O
D=

o O o
O O W
o = 0O
N OO
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Definicoes arestas com pesos iguais

MATRIZ LAPLACIANA (L) de um grafo — L = AT A, onde A é a matriz
de incidéncia de um grafo com n nés.

i -1 0 O
-1 2 0 -1
L= o o 1 -1
o -1 -1 2

OBS.: Com esta definicao podemos provar que L =D — W, onde Wé
a matriz de adjacéncia e D é a matriz grau do grafo.
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

Definicoes para o caso mais geral

CASO GERAL

A cada aresta € atribuido um nimero real nao negativo que sera o seu
peso.

Na matriz de adjacéncia W o numero 1 sera substituido pelo peso
correspondente wj; da aresta ligando os nés i e j.

Cada (D);; = d; sera a soma dos pesos de todas as arestas incidentes
aono i

j=n
(D)i=di=> w;
j=1

Assim,
W — peso das arestas e
D — peso dos nos
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

MATRIZ LAPLACIANA COM PESOS (L)

Para arestas com pesos iguais tinhamos: L=A"A=L=D—- W
Para arestas com pesos quaisquer queremos:
L=ATCA=L=D-W

C — matriz diagonal de ordem m x m ( m é o nimero de arestas do
grafo!) tal que cada numero positivo ¢, > 0 guarda o peso w;; da k
-ésima aresta que liga os nos i e j.

Note que antes a matriz C nada mais era que a matriz identidade!
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

Quatro matrizes especiais

Wi« n (Weight)— adjacéncia (peso das arestas) - linhas e colunas
sao os noés do grafo

Dnyxn (Degree)— grau - matriz diagonal, d; = (D);; = Z/’-"':1 wj.
representa o grau do nd i (soma dos pesos das arestas ligadas a
ele).

Lpxn — laplaciana, L= D — W.

Pnyxn — normalizacdode W, P =D~ 'W

S L=D-W
w — D
N P=D'w
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

Vendo P de mais perto

Wi4 Wia Wip
d d e ad
Woy Wao Wan
| a> d> T a>
P=D""W=
Wn1 W2 Wnn
dn dn U dn

Para cadalinhaide P: Y7, p; = 211‘;‘;:/—% 1= Pl=1.1.

Como Pv = )\pv = Lv=);Dv,onde \; =1 — \p entdo L1 = 0.D1.
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

Um exemplo com grafo simples e conexo

01 00O

10210

W=| 02 00 3

w12=w21=1 0 1 0 O 1
003 10

w3bs=wh3=3 1 0 0 O 0

04000

D=1 00500

0 0020

0 0 0O 4
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Caso geral: arestas com pesos quaisquer

L e P para o exemplo anterior

1 -
1 4

L= 0o -2

w12=w21=1 0 —1
0O O
w3ib=w53=3 0 1
1/4 0

P=| 0 2/5

0 1/2
0 0
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Grafos e Markov

Cadeia de Markov

Matriz de transi¢cao de uma cadeia de Markov —
entradas nao negativas e soma das linhas igual a um.

A matriz P = D~'W é uma matriz de Markov.

wj; — peso da aresta ligando X; com X; (afinidade).

Nucleo gaussiano: simetria, positividade.

Todo autovalor de uma matriz de Markov é | A [< 1.

A matriz de transicao de passo f € igual a matriz de transicao de
passo 1 elevada a t-ésima poténcia.

W — processo de Markov — espectro — ¢.
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Grafos e Markov
Processo de Markov

Estados — nos do grafo.

Dindmica — sair de qualquer estado X; para outro X;.
Probabilidade de transicdo — elementos da matriz P = D~ W.

Maior a afinidade (w;) entre os ndés — maior a probabilidade de
transicao entre eles.

Xy Xo ... Xj
1 2

W11 W12 Win

Xi o dt

_ 21 22 2n

P—D'w= X & e

Wn Wn2 Wnn

Xo | G ar dn
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Grafos e Markov

Um exemplo

(||X1 X2H2), (HX1 X3||2)v (||X2 X3H2)

= exp

11
X1:(1 1>

X = ( 0.9673 0.9511 >

= exp

= exp

0.9285 0.9414

. _ (09611 09709
3=\ 0.9286 0.9869
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Grafos e Markov

Escolhi o2 = 0.012. Assim temos:

0.3679 1.0000 0.8116

1.0000 0.3679 0.5294
W =
0.5294 0.8116 1.0000

1.8973 0 0
D= 0 2.1795 0

0 0 2.3410

0.5271 0.1939 0.2790
P=D"'W= | 0.1688 0.4588 0.3724

0.2261 0.3467 0.4272
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Grafos e Markov

P! = (D~'W)! representa o estado do sistema no parametro t.

0.5271 0.1939 0.2790
P' = | 0.1688 0.4588 0.3724
0.2261 0.3467 0.4272

0.3736 0.2879 0.3385
P2 =| 0.2506 0.3724 0.3770
0.2743 0.3510 0.3747

0.3221 0.3219 0.3560
P® = 0.2802 0.3502 0.3696
0.2886 0.3441 0.3673

0.3046 0.3336 0.3618
P* = 0.2904 0.3431 0.3665
0.2932 0.3412 0.3656

0.2987 0.3376 0.3638
P°> = | 0.2938 0.3408 0.3654
0.2948 0.3401 0.3650
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0.2967
0.2950
0.2953

o (
0.2960
P’ = | 0.2954
0.2955
0.2957
P8 = | 0.2956
0.2956
o (

0.2957
0.2956
0.2956

0.3389
0.3400
0.3398

0.3394
0.3397
0.3397

0.3395
0.3397
0.3396

0.3396
0.3396
0.3396

Grafos e Markov

0.3644
0.3650
0.3649

0.3647
0.3648
0.3648

0.3647
0.3648
0.3648

0.3648
0.3648
0.3648

0.2956 0.3396 0.3648

0.2956 0.3396 0.3648
P10 —

0.2956 0.3396 0.3648

Lacia Maria (IPRJ/UERJ)

GRAFOS

25 de junho de 2013

18/22



Grafos e Markov

Processo de Markov e distancia de difusao

pjj = d’ — caminho aleatorio - X; para X; - um passo.

P! = (D~'W)! — aumenta para t passos (diferentes escalas).

pfj — probabilidade de transi¢ao de X; para X; em t passos.

Quanto maior t mais o processo incorpora a geometria dos dados.

Dy(Xi, X;) — taxa de conectividade entre X; e X; por caminhos de
comprimento t. Muitos caminhos — "distancia” pequena

(0}, — pj,)?
DT()(Ia)(j) = \J Z %7

XreX r

onde o, = Z o densidade de grau do r-ésimo no.
=1 Y1
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Grafos e Markov

A chave do método

A aplicacao de difusao ¢ deve preservar distancias:
distancia de difuséo (X;, X;) = distancia euclidiana (¢(X;), ¢(X;)).
Como fazer?

P = D'/2PD~1/2 similar a P = D~'W — mesmos autovalores.
Vantagem: P é simétrica — decomposigao espectral.
Decomposicéo de P' = (D~'W)' — pf; = 3, A vk(i)e, (/)

e )\, v — autovalores e autovetores & direita de P!

e e' — autovetores a esquerda de P!
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Grafos e Markov

Distancia e aplicacao de difusao

Reescrevendo a distancia de difus&o entre X; e X; :

n
De(Xi, X) = 4| D AR (i) — vie())2.
k=2
Familia de aplicacdes de difusdao que preservam distancias:
A%Vz(i)
A5V (i
ot X — : .3( )

ALvn(i)
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Grafos e Markov

Por qué ¢?

n

De(Xi, X;) = (37 N2Hve(i) — v (1))2) 72 =] 6e(X) — de(X)) |-

r=2
Como |\| < 1, se t grande = Al insignificantes = k(t) pequeno.

k(1)
De(Xi, X)) 2= (O N2 () = vr(1))?)/2 = 6e(X)) — (X)) |l
r=2
com
/\%Vg(l)
A\ ,
ot Xi— SV_S(I)
)‘;t((t)vk(i)(l)
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