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Regressao Logistica

O modelo de regressao logistico é semelhante aelndé regressao linear. No entanto, no
modelo logistico a variavel respos¥a € binaria.aUmriavel binaria assume dois valores,
como por exemploY; =0 ;=1 denominados "fracasso" eesa®, respectivamente.
Neste caso, "sucesso" € o evento de interesse.

No modelo linear temos

]‘r, = j[; + Li'lJ'..' + £5.

Assumindo queE(=i) =0 | obtemos que

E(Y;) = o + brx;. (4.1)

A variavel respostaY” tem distribuicdo Bernoul.7) ant probabilidade de sucesso
P(Y; =1)=m e de fracass¥(Yi =0) =1 - 7. Destaforma

E(Y,)=m. (4.2)
Igualando (4.2) e (4.1), temos

E(Y;) =m; = Gy + By

Essa igualdade viola as suposi¢cdes do modelo libeafato,

i) Os erros ndo sao normais, pois:

£, = 1— Zf[j — le'l
£, = 0— Zf[j — le'l

. HJ' - l
. HJ' - []

I

Assim nao faz sentido assumirmos a normalidadedos.
i) N&do homogeneidade da variancia.

Temos queVar(Yi) =m (1l —m) = (A + F121)(1 — So — F171) entdo a variancia diY;
depende de¢r; | e consequentemente, ndo é constante.
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iii) Restricdo para a resposta méE (Y ). Como a respéstia i obtida em probabilidades
temos quell < Ay + J1xy = 1 | Entretanto, esta restricdo é inapragiada resposta em um
modelo linear, que assume valores no intervi—2<.20). Uonama de resolver esse

problema é utilizar o modelo logistico.
Muitas funcdes foram propostas para a analise i@vess com respostas dicotdbmicas. Dentre

elas a mais simples é a que da origem ao modelstiy Do ponto de vista estatistico este
modelo é bastante flexivel e de facil interpretacéo

Regressao logistica Simples

Modelo Estatistico

Um modelo de regressao logistica simples é usagoopeaso de regressdo com uma variavel
explicativa.

Suponha uma amostra #2  observacdes independentgsal( i 7. ¥i).i = 1.2, ..., n,
sendo que:

« I; & 0 valor da variavel explicativa;

- m; é a quantidade de itens verificados na amostradnide ensaios);

« ¥inumero de ocorréncia de um evento (exemplo: quehti de pegas nao conforme)
em 1; ensaios; e

+ n € 0tamanho da amostra.

Com isso, assumimos que a variavel resposta tenbdigdo de probabilidade binomial
(Y; ~ B(m;. ™)) tal que

m; .
PlY, = y;| = P S L
[ Y ] ( U ) a }

Para adequarmos a resposta média ao modelo lisa@uos a funcéo de ligacdo

gue pode ser escrita como

In (1 ﬁ';‘_.) = :j'[:l+ :jllJ'.l'.
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As figuras a seguir ilustram a forma do modelodtigb paré 71 positivo e negative
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Figura 4.1.1.1:Modelo logistico con A1positivo.
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Figura 4.1.1.2:Modelo logistico con Finegativo.

Neste caso, utilizamos o0 método da maxima veroksnga para estimarmos os parame
(0. 91). De forma genérica, o método de maxima verossimih nos fornece valores p.
0s parametros desconhecidos que maximizam a ptiolaalei de se obter determins
conjunto de dados.

Assumindo quéTo- Mo: Up) - - - [+, M. Un ) s8o independentes, a funcac
verossimilhanca é da seguinte fo

F[Er ST y“|"3{:|a 31] _ H (1‘:;-) h_!;!}i{l _ ?r!_}lr!i—J}i

=1

-11 (”‘_") (1= )™ (L — )

1=1 U
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Ignorando o termo constan( U que n&o depencri.de manatm o logaritmd!n) em
ambos os lados da expressao anterior, temos

Ty

L (8o, 51|(zi;miiyi)) = In ( )”i +In (1 — )™

1 —m;

L (dp, G1|(zi;mizwi)) = wiln ( i ) +m; In(1 —m;)  (4.1.1.1)

1—m;

T

In ( ) .
Detalhandc 1—m e considerando que,

F.‘ﬂ|]+.‘ﬂ1 Ti

T = m temos

I'rr L.-..'in +51T

Ti So+51T;
111( il ) = In 1+ e

1 — ; f“'5”+"5”5

l\l - 1 + F.'5|]+:5|_ T;
gl + 3T \]

1 + F.‘ﬂ|]+.'5[J'='
1

1 + p:ﬂll"':ilfi }

=In

Assim a expresséao (4.1.1.1), pode ser reescrit@:com

18 T
L (G, G1|(zi;mawi)) = Z lyi In (1

) +m; In(l — 7.‘;'}]

1=1 o
n gt B
= Zl lyi (Fp + ;) +m; In (l — m)]
n . . l
= Zl Y (Hp + Byx;) +m; In 15 Bothim

T

= Z [yz- (g + Fra;) +m; (Inl — In(1 + r"ﬂ”‘"’"ﬂ”"}}]

1=1
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T T
= i (Fo+ i) = Y mi In(1 +ePFo)
i=1 1=1
Portanto,

T mn

L (Bo. A1|(zis maisyi)) = Zy,' (Fo + rxi) — Zm,- In{1 + f"ﬂ”_"ﬂ"""} (4.1.1.2)
1=1 1=1

Para simplificar a notacao faremb (Jo. 1[{xiimiiw:)) =L (5o, 51).

Estimacao dos Parametros do modelo

Para ajustar um modelo de regressdo devemos esiBnparametrosio ¢J1  do modelo.
Os estimadores de maxima verossimilhanca pararasngéos Jo €91 s@o os valores j[:-‘ e

J’1que maximizam o logaritmo da fung¢do de verossimgha A funcdo de verossimilhanca
tem maximo, poid<P[Y; =w; | #;]<1. pois a funcao logaritmo é estritate crescente.

Para maximizar a funcao de verossimilhanga basteadeos em relacdo aos parametros do
modelo, da seguinte forma

j n Ll £ .'il] _I'ﬂl T
%0 —L{f. 4) = ;HI - ; Mi T At

4 n n £ Bo+ 31T
35, —L (. 1) = ; y; T — ; M T

Igualando estas derivadas a zero e substituindpacémetros Jo. 71 ) pelos estimadores
(Bo. B1),

il n .'_ﬂ]] _I-;'l T

£
W — my— = 0
; J g "1+ efot B
n - —';.l .
Ui Ty m;a -0
EJ ll ; ll J1—|—.55|]—ﬂ[|

Porém estas equacdes sdo nao-lineares nos parsu@qiara resolvé-las € preciso recorrer a
métodos numeéricos interativos, como Newton-Rapl{&murieroux e Monfort, 1995). Este

método € definido expandindo-se a funt&d) em torno do ponto inicie O tal que

UB)=UBY)+U'(8) 8- p"), (41.21)
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sendo queU(#) sido as derivadas de primeiral’’(8em do logaritdao funcdo de
verossimilhanca em relag&o aos parametros do medelo s&o as derivadas de ordem 2 do
logaritmo da funcéo de verossimilhanca.

Se repetirmos o processo (4.1.2.1) chegaremosoaesso iterativo
ﬂlj.lr.-—lf- — ﬂlj.lr.-f- + [—L”[ﬁl:”":'}]_IL'_"[,B':”":'},
sendo quem = 0. 1,...

Como a matriz—U"(8) pode ndo ser positiva definida, eapto ndo invertivel, ela é
substituida pela matriz de informacéo de Fishesims

U = gl 4 (gl U (BUM), m =001, ... (4.1.2.2)

A matriz de informacédo de Fisher, para o0 modeldstogp com uma variavel, tem a seguinte
forma:

”.}}:_ 111 L (50, 31) .Hnﬂ In L(50., 31)

.Ji]i In Lidp, J'1} In L{3p. f1}_

43 x;

e e ]
ZI”JW ZI”-'J-'”H——
efnTELT;

TR E;
Z”* iTi AT Z”’ 2 LRI

(4.1.2.3)

Apods obter as estimativas dos parametros do maglglossivel calcular as probabilidades
estimadas

& 8o+ 81z
= O (4124
1 + f.'ﬂn—.'ﬂl.r,:

1}

Estimacao dos Parametros do modelo

Para ajustar um modelo de regressido devemos estBnparametrosdn 71 do modelo
Os estimadores de méaxima verossimilhanca pararésp&ros’s €71 sio os valores J'[P e

J'1que maximizam o logaritmo da funcdo de verossimgha A funcdo de verossimilhanca
tem maximo, poidd<P[Y; =y; | z;]<1. pois a funcao logaritmo é estréat® crescente.

Para maximizar a funcao de verossimilhanga basteadeos em relacéo aos parametros do
modelo, da seguinte forma
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i Lo i n oBo+B1Ti
o o B = D= D i
j n n f-'ﬂl]_.'ﬂl_.l'_i
”Llin H) = Z,U,-J',-—Zm,r W
1=1 1=1

Ilgualando estas derivadas a zero e substituindpacdmetros Jo. 51 ) pelos estimadores
(o, 1)

ZU, Zm, =1

An+3
i=1 i=1 1+ 50 1T
& " Bn+ 3
c
E ¥ r; — E m;r; ———— = 0
i=1 1=1 1 + f"j”_;jl-rﬁ

Porém estas equacdes sdo ndo-lineares nos parameiava resolvé-las € preciso recorrer a
métodos numericos interativos, como Newton-Rapl{&wourieroux e Monfort, 1995). Este

método é definido expandindo-se a funt&) em torno do ponto inicie8'” | tal que
UB)=UBY)+U" BB -5”),  (4121)
sendo queU(#) sido as derivadas de primeira ordem do logaritdao funcdo de

verossimilhanca em relacédo aos parametros do med’ (3} sdo as derivadas de ordem 2 do
logaritmo da funcéo de verossimilhanca.

Se repetirmos o processo (4.1.2.1) chegaremosoaes®o iterativo
ﬂl:.'r.'—l:l — ﬂl:.'r.' i + [_{;—n’ ['ﬁf”,. :.}]_ 1{;-,-[-}3“” :I}‘
sendo quem = 0. 1,...

Como a matriz—U"(8) pode ndo ser positiva definida, eapto ndo invertivel, ela é
substituida pela matriz de informacéo de Fishesims

Ul = g 4 L1(gtUmh) T (BYM), m=0.1,... (4122

A matriz de informacédo de Fisher, para o0 modeldstogp com uma variavel, tem a seguinte
forma:

-~ In L(50., 31)
I3)=-—
In L(50. 531)

|J5]5|_ ]'11 Ll- j[:' jl} Jﬂ‘
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e e efnTALE;
Z”’*W Z”’*"’*W
= | =1 (4.1.2.3)

TR E; efnTELT;
ZIH J;m Z”JJJW

Apds obter as estimativas dos parametros do maglglossivel calcular as probabilidades
estimadas

& Bo+5B1Ti

1}

(4.1.2.4)

T; =

1 — f.';i;u—.'-ﬂ-L.r,:

Estimacao dos Parametros do modelo

Para ajustar um modelo de regressdo devemos esiBnparametros?n 31 do modelo.
Os estimadores de maxima verossimilhanca pararasnp#os Jo €71 s&o os valores j[? e

»i'1que maximizam o logaritmo da fungéo de verossimifaa A funcdo de verossimilhanca
tem maximo, poid<P[Y; = y; | z;]<1. pois a funcao logaritmo é estréat® crescente.

Para maximizar a funcao de verossimilhanga bastead@os em relacdo aos parametros do
modelo, da seguinte forma

j m 1l £ .-5” _.-jl T
HLl Jo, B1) = ;y; — 2 m; 15 Pothim FIpE

4 n n e B
?L { G, 1'1} = 2 W r; — 2 m;r; —1 T PtA

Igualando estas derivadas a zero e substituindpac&metros Jo. 91 ) pelos estimadores
(o B1),

n n I.;'”_I.;'L T

Z Y — ng% =10

i1 1+ efot 51T

1i=1 —
& " -';-I:I_-';-I_ T

L
E Wox; — E m;r———————— = 0
1=1 i—=1 1 -+ f-ﬂll—.ﬂl_.l'_:

Porém estas equacdes sdo ndo-lineares nos parameiava resolvé-las € preciso recorrer a
métodos numericos interativos, como Newton-Rapl{&wourieroux e Monfort, 1995). Este

método € definido expandindo-se a funtgd3) em torno do ponto inicieB"” | tal que

Ug)=U(p”)+U' ()8 - "), (41.2.1)
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sendo queU(B) sdo as derivadas de primeira U'(8)n do logaritiao funcdo de
verossimilhanca em relacédo aos parametros do medelo sé&o as derivadas de ordem 2
do logaritmo da fung¢ao de verossimilhancga.

Se repetirmos o processo (4.1.2.1) chegaremosoaes®o iterativo
ﬂlj.'r.-—lf- — ﬁlj.'r.-f- + [—L”[ﬁ“”:'}]_IL'_"[JB':”":'},
sendo quen =0, 1,...

Como a matriz—U"(8) pode ndo ser positiva definida, eapto ndo invertivel, ela é
substituida pela matriz de informacéo de Fishesims

BT = glm) 4 [1(gtm)) = U (™), m =0,1,... (41.2.2)

A matriz de informacao de Fisher, para o modeldstogp com uma variavel, tem a seguinte
forma:

I1(3) = — -H.; In L(S5o.B1) ; In L(30. 51)]
:Jﬂ;.ﬂl In L(f, 11} —: In L(Bo. 51)]
Zlmaflf”% Z I?J,J,”%

—_— 'l_ 4 'j P
. e Fo A T 92 3p +7 T l-l.l.......s}
; M i ePe TP ; 1T W

Apds obter as estimativas dos parametros do maglglossivel calcular as probabilidades
estimadas

; Bo + B i

1)

- ) 5
1 + cPot+hiz (4.1.2.4)

Interpretacao dos parametros do modelo

A interpretacdo dos parametros de um modelo dessgo logistica € obtida comparando a
probabilidade de sucesso com a probabilidade dadsa, usando a funcadds ratio - OR
(razédo de chances). Essa funcao € obtida a parfimg¢acodds.

10 | Modelos lineares - Professora Ariane Ferreira
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, 7(x) 1+ o tA; 1+ ePotBim _ goign,
glr) = = —— = = T
J’l ,} [1 _ W[J'}] I:,.ﬂ”—.ﬂl.l'_: 1

L= I an 1+ chiam

Assim, ao tomarmos dois valores distintos da vatiaxplicativa,*; €*i+1 , obtemos

L I

OR = = (4.1.2.1.1
glx;) efot+h x; \ )
Temos ainda que:
, gl 1) , .
In{OR)=1In l;1 =lIn|glr;r1)] — In|g{x;
)=n | S| = [g(rjea)] — In o)

= Gy + Fixjq — Fo— Bray; = Bi({xjpeq — xj).
Fazendo;j+1 — ¥; = 1 unidade, entdo
In{OR) =In(e™) = 3.

Assim, temos o quao provavel o resultado ocorratée @s individuos*;+1 em relacdo aos
individuos+*; , fazendo, portanto, algumas analises:

3,0 = OR>1= m(rj) > mlx;)
3;<0 = OR<l= m(rj4) < mlx;)

Veja "variaveis independentes categdricas" quandwiavel explicativa é categoérica.

Estimativa dos desvios padrao

No modelo de regressao logistico o desvio padr8cedtimadores é obtido a part_Lr da matriz
de informacéo de Fisher. Podemos ainda obter aiznugt informac&o de Fishe/(7) para o
modelo logistico a partir dos dados, da seguimmdo!(7) = X V X. sendo que

1
1z
X=1|. .. V=dagmm(l-m).... My fin(l — 7,)],s
1 x,
m;é o nimero de repeticdes para cada elemento daran: = 1.... . n.

11 Modelos lineares - Professora Ariane Ferreira
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As variancias e covariancias dos estimad? = (5o, J1) lsibos, invertendo a matriz de

-~

informacao de Fisher, isto é, calcular: = I~ (7).

O Jj-ésimo elemento da diagonal principal da maXizZ a variancia do estimadc T
. e . - - ca ‘F. A
denominada? (7;):  Os demais elementos da m&riz  sdovasiancias entre 7 Fu ).

J# u

Desta forma o desvio padréo é definido como:

DP(3;) = \/5%(3;).

Inferéncia em um modelo logistico simples

ApoOs estimar os coeficientes, temos interesse eegagar a significancia das variaveis no
modelo. Isto geralmente envolve formulacdo e telteuma hipotese estatistica para
determinar se a variavel independente no modelmréfisativamente relacionada com a
variavel resposta. Para isso, temos o0s testes migebes. Os testes de hipbteses mais
utilizados sdo os testes da Razdo da Verossimdhah@ld e Escore. A seguir, temos a
abordagem de cada um deles.

Teste de Wald

O teste de Wald é obtido por comparacao entreimasta de maxima verossimilhanca do

parametro j1 ) e a estimativa de seu erro padrdoaz&or resultante, sob a hipétese
Hp : Ay = U.tem distribuicdo normal padrao.
3
W = ——0——.
A estatistica do teste Wald para a regressao lcayis DP{51)

e

O p-valor é definido comcf(|Z/=[W;l) | sendo que Z denota @awel aleatéria da

distribuicdo normal padréo.

Hauck e Donner (1977) examinaram o desempenhastibde Wald e discobriram que ele se
comporta de maneira estranha, em determinadag®#siarequentemente nao rejeitando a
hipotese nula quando o coeficiente € significatisles recomendam a utilizacdo do teste da
razao de verossimilhanca para testar se realmeargefwiente ndo € significativo quando o
teste de Wald néo rejeita a hipotese nula.

Teste da Razéao de Verossimilhanca

12 | Modelos lineares - Professora Ariane Ferreira
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Na regresséo linear o interesse esta no valor d& &g valor alto da SQR sugere que a
varidvel independente é importante, caso contrarigariavel independente ndo é util na
predicdo da variavel resposta.

Na regressao logistica a ideia € a mesma: compsinzalores observados da variavel resposta
com os valores preditos obtidos dos modelos coemeasvariavel em questdo. A comparacao
dos observados com os valores preditos é basealbm mta verossimilhanca. Para entender
melhor essa comparacao, € util pensar em um vhkereado da variavel resposta também
como sendo um valor predito resultante de um modatarado. Um modelo saturado €
aquele que contém tantos parametros quanto obses/ac

A comparacao dos observados com os valores praditoxlo a funcédo de verossimilhanca é
baseada na seguinte expressao:

(verossimilhanca do modelo ajustado)

D= -2In

(verossimil hanca do modelo saturado)

Com o proposito de assegurar a significancia de wemavel independente, comparamos o
valor da D com e sem a variavel na equacdo. A ngadam D devido a incluséo da variavel
no modelo é obtida da seguinte maneira:

G = D{modelo sem a varidvel) — INmodelo com a varidvel).
Podemos entéo escrever a estatistica G como:

(verossimilhanca sem a varidvel)

G =—2In

(verossimil hanca com a varidvel) |
ou ainda:
G =—-2n(L,) +2In(L.).

em que L. é a verossimilhanca do modelo sem a coehréL. é a verossimilhanca do
modelo com a covariavel.

Queremos testar:

H[:,l 'j1=[]
Hll le[]

Sob a hip6tese nula, a estatistica G tem dist@loudti-quadrado com 1 grau de liberdade.

Exemplo 4.1.3.2.1

13 Modelos lineares - Professora Ariane Ferreira



‘ —— : .
& éﬂ% Universidade do Estado do Rio de Janeiro

o =2
2 UERJ 5 Instituto Politécnico
2
S . .
% fST\l{m“Q' Departamento de Modelagem Computacional

Vamos considerar &xemplo 4.1.2.1para verificar se a variavel "horas de treinamesto
significativa para explicar o erro na montagema\ais do teste da razdo de verossimilhanca
(TRV).

O valor do log da verossimilhanca do modelo apenaso interceptoL. ) é -1064,183 e do
modelo com a variave L. ) é -1035,089.

Assim, o valor da estatistica teste é:
G=-2(-1064,183 - (-2(-1035.089} )= 58,1585.
O p-valor P(x}> G = 58, 188)<0,0001

Rejeitamos a hipotese nula. Assim, pelo TRV, teoos a variavel horas de treinamento €
significativa para o modelo.

Teste Score

A estatistica teste para o Teste Score é:

= Z:-I=1 £y l:-i:'r". _ E,f),l
(#(1 —u) Z:'I=1[J'-" - J'}j}l'u

em quely = T (propor¢ao de sucessos na amostra).

No Teste Score também temos o interesse em testar:

H[:,l 'j1=[]
Hll le[]

O p-valor é definido com(|Z|=|5T|) | sendo que Z denotaréwel aleatéria da
distribuicdo normal padréo.

Intervalo de Confianca para os parametros

A base da construcéo das estimativas do intenealmdfianga para os parametros € a mesma
teoria estatistica que usamos para os testes dificgsigcia do modelo. Em particular, um
intervalo de confianca para a inclinacao e intei@sfo baseados em seus respectivos testes
de Wald. O intervalo de confianca 100(1 — o) 9 para o patén?: é:

I1C(B1, 1 —a) = [B1 — 2i_ap2DP(B1); B+ 21_a2DP(51)].
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E para o intercepto:

I1C(By, 1 —a) = [By — 21_a2DP(Bo); Bo+ z1—a2DP(5)];

em que®l-«/2 é 0 ponto da normal padrdo correspondel 00{1 — c/2)op.
Intervalo de Confianca para Logito

A logito é a parte linear do modelo de regressgtstiza. O estimador para logito é:
gl(x) = By + fy.

O estimador da variancia do estimador da logitaee@ obtencdo da variancia da soma. No
caso é:

Var[j(x)] = Var(8g) + 22Var(3;) + 2xCouv(5y. 51). (4.1.4.2.1)

O intervalo de confianga para a logito é:

IC(g(x), 1 - a) = [§(x) — 2y_ap2 DP(G(x));  d(x) + 2102 DP(g(x))],

em quelP(g(x)) é araiz quadrada de 4.1.4.2%1-a/2 é o panorchal padro.
Intervalo de Confianca para os valores ajustados

O estimador do logito e seu intervalo de confidiogaece o estimador dos valores ajustados.
O intervalo de confianca dos valores ajustadogié gar:

Tl =21 a2 DP{§(x)) glr)tzi a2z DP{G(x))

[C(m. 1—a) = :

. i a9
1 =+ |:'F-'”:"':'_zl.—rlt.-'iI}P':F.l":-":':' ! 1 =+ |:’F-'”:"':'_zl—rt.-'E-DP':F.l":-r:':' l'-Ll‘-LH‘H

Intervalo de Confianca para a Odds Ratio
Sejam os limites do intervalo de confianca gfra

Ir =051 — 21—a2DP(H1)e Bs = B1 + 21_ap2DP(51).
O intervalo de confianca para a Odds Ratio é:

1C(Odds Ratio, 1 — o) = [¢%1; %5, (4.1.4.2.3)
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