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Introducao aos Modelos Lineares

Modelos de Regressao: Ajuste da reta

Definem-se desvios como o0s valores, segundo Y, das
diferencas entre os valores observados e os valores sobre a
linha |, ajustada ao conjunto de pares (X, Y).

Como regra estabelece-se que a melhor linha |, corresponde
aquela cujo somatorio dos desvios tende a zero (é

minimizado).

A melhor linha ajustada define o modelo de regresséao e pode
ser obtida pela derivacdo de minimos quadrados ordinarios.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples

RLS

Na regressao linear simples, n0s nos preocupamos em modelar a relacao entre
duas variaveis,

Exemplos :

»rendimento e numero de anos de educacao,

»altura e peso de pessoas, comprimento e largura de envelopes,
»>altitude e temperatura de ebulicao da agua,

»dose de uma droga e resposta,

»quantidade de adubo e producao de gramineas.

Para uma relacéo linear, nd0s usamos um modelo da forma:

Y, =a+[x +¢ E(Yi):a-l_/gxi

onde Y € a variavel dependente ou variavel resposta e X & a variavel

independente ou variavel preditora.
A variavel aleatdria & é o termo de erro no modelo.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples

Nesse contexto,o erro nao significa engano ou equivoco, mas sim um termo
estatistico que representa flutuacOes aleatorias, erros de medidas ou o efeito de
fatores nédo controlados.

A linearidade do modelo em si € uma suposicao.

Geralmente, nds adicionamos outras suposi¢cdes sobre a distribuicdo do erro,
independéncia dos valores observados de Y, assim por diante.

Usando valores observados de X e Y, n0s estimamos B0 e B1 e fazemos
inferéncias tais como intervalos de confianca e testes de hipoteses sobre

B0 e B1.

NéOs também podemos usar o0 modelo estimado para prever ou predizer o valor
de Y para um particular valor de X.

Estimacao e procedimentos inferenciais para o modelo de regressao linear
simples s&o desenvolvidos nesta disciplina.
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Modelos de Regressao

Modelo de Regressao Linear Simples

RLS
«X e Y duas variaveis continuas.
*Os valores de x; de X s&do amostrados sem erros de medida.
*Observamos os valores correspondentes y,, ..., y, de.
Exemplos
X pode ser o tempo e Y um valor medido em diferentes datas.

*Y pode ser a diferénca de potencial medida nas extremidades de uma
resisténcia para diferentes valores de intensidade de corrente.

Hypotese

«X e Y nao sao independentes e lo conhecimento X permete adquirir o
conhecimento de .

O valor médio E(Y|X=x), & a esperanca condicional de Y sabendo que X = x.

Funcéao Linear

E(Yi ) =a+ ,BXi com E(g)=0, para todo i=1,...,n
Y. =a+px +¢& n = n° d’observacgdes; € =residuos das obs i
I | I
IPRJ UERJ
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Regressao Simples

Os Dados
Y = Variavel a explicar O Quadro de Dados
* numerica
X Y
 (ou dependente) 1
X, = Variavel explicativa X11 Y1
 numérica ou binaria SRS Y
* (obs independentes)
n Xln yn

Onde os X;; SA0 fixos e g & um termo aleatério de lei N(0,0);
Os g sdo indépendentes entre si.
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Regressao Simples

O Modelo de Regressao Multipla Modelo na forma matricial
Y=[y+B X +-+[B X +& y=Xa+&
o N v j \ \
Suposicao : independéncia linear des X.. (n,1) (n,p+1) (p+1,1) (n,1)
X 1 X p Yy : X a S
1 A 1:
juste du 1
i Y ) m(l)AgIeIé Iigear ‘ X 1i go
- < > (n;P) vi | = 1E X X, % 1 g
' Previsao 1i a,
) — §
Previsao Linear Schema du modelo Linear
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Regressao Simples

Regression Plot
Y =-75.4468 + 0.0207766 X1

S=124929 RSq=410% R-Sq(adj)=408%

120 —

X1
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Regressao Simples

Hipoteses do modelo linear

Residuos
A variancia dos residuos € a mesma para todos os valores de X
Homoscedasticidade : V(g;) = 0?
*Os residuos sao linearmente independentes: cov(g;g) =0 V i # |
*Os residuos sdo normalmente distribuidos : €~ N(0,0?)
A existéncia da componente estocastica ( &) corresponde ao fato de que :

evariacao sincronica : individuos com mesmo valor de x; podem ter
respostas Y diferentes;

*Variacao discronica :um mesmo individuo medido varias vezes para um
mesmo valor de x; pode ter respostas Y diferentes.

*Temos equivaléncia de g ~ N(0,0?) et Y/X=x; ~ N(a + Bx;,0?)
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Simplificando

*Supomos um sistema onde medimos a variavel resposta Y que depende da
variavel de regressao X:

y=ar+b+e

Onde a e b sao os coeficientes de regressao e € € o termo do erro aleatorio

verificando:
E(e) =0et V(e) = o2

Realizamos n experiéncias: n valores x,,X, ..., X,, da variavel de regesséo x;
Medimos no sistema : n valores y,,y., ..., Y, da variavel de resposta y.
Em cada experimento temos: v, = ax; + b + ¢,

Onde & sao v.a. idenpendentes
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Regressao Simples

Calculos Iniclails

T
ePara os calculos definimos: = l -
== '

L

Yi = az; +b + €, 1«
Yy = E Yi

i=1

Esperanca matematica de y:

T

E(y) :E{iZ(a;rHLbJrEi)} = Esz+b+lzw:af+b

i=1
Entao:

Se V/(g) = o? temos que V(7)

IPRJ UERJ
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Regressao Simples

Estimacdodeaeb

IPRJ UERJ

Fa

«Método dos minimos quadrados: consiste em procurar os valores de @ ¢b

*Que minimisam a seguinte funcéo:
n

L= Z(yi — az; — b)’
i=1

Derivando em relacdoa aeb:

Z r;(y; — ax; — f}) =51
i=1

mn

Z(y-i — ar; — E}) . <)

i—1

T (i3
~ 2 = _
Entao;: “ E ZT; T+ bnz = E TiY;
i=1 i=1

Y

az + b
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Regressao Simples

Estimacdodeaeb

Tt

*Solucéo do sistema: valoresde @ e b E :i-iyi — nxy

Z yi(z; — ) b J — QT
i=1

Ouainda: 4 =2 =

> (zi—3)?

i=1 _
A
S — E (z; — T)
Dessa forme a € uma combinacao linar de i =1
')
5y Spy = E yi(z; — T)
3 &= i=1
Entao: q
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Residuos

Para cada valor de x, : 1; = ax; + b
Correspondendo ao valor da resposta calculado pelo modelo linear.
Para cada observacao da resposta definimos o residuo:

& =Yi — Ui

O qual reflete o desvio entre a observacao da resposta Yi e o valor calculado
pelo modelo linear ¥

Os residuos tem as propriedades de ortogonalidades:

T mn n
g €; = E €;L; = E ey = 0
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Regressao Simples

5
Residuos: prova da ortogonalidade

n T
Calculamos : E :Ei — § :(yi )
i=1 gl

Usando na expressdo acima: ¥ = ar; + b obtemos:

T

E e, =n(y—ax —0) =0
. \_V_,.
| =1 0
Da mesma maneira:

T

Z €;T; — Z — yi — Z(yt == ﬁ-;l?.i == E?)il‘-i
=1

i=1
Desenvolvendo a soma;

iei:gl Z Tl — Z;rf—gni‘.zﬂ
i=1

i=1
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Regressao Simples

Residuos: prova da ortogonalidade

Desenvolvendo a soma; n n

T
E et = E T;Y; — a E ;rf—bni‘.:O

i=1

Finalmente teremos:

T mn 1 ™
Z e;l; = Z e;(ax; + h) = &Z €;T; —I—EZ e; =0
i=1 i=1 i=1

e pp— " Sm——
0 0
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Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

T

Sabendo que: Z(% —7) =0
i=1

Uma vez que: E(yi —J) = a(z; — T)

Teremos: . . B

(xt-—:?.}‘z:as =3/

O que prova que a € um bom estimador de a
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Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

Sabendo que os vy; sao v.a. Independentes: V(y;) = o2

Grz il 0_2
Entdo Variancia de @ : V(a) = — E (z; — T)° = —
‘5:1"-3: 3 553:1"

Avariancia de sera menor quando os valores de *; sao dispersos em torno
da média.

como ) — g;&.;fr
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Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

Calculando a covarianciaentre ¥; e U:

) 1 T 1 T
=1 j=1

Por definicdo C'(y;,y;) = 0se © # je C(y;y;) = 0> S€4 = j

(}'2

Temos : Clyi,¥) = Py
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Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

Lt p—

Calculando a covarianciaentre @ e Uy:

C(a,y) =C (
Usando
0
Temos : - e et
C(ag) = o= (&~ )=
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Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

Finalmente sabendo que: C'(a,y) =0

il

Avarianciade }

Simplificando:

IPRJ UERJ Modelos Lineares Ariane Ferreira




Regressao Simples

Propriedades Estatisticas

Demonstracdo de que ; e h sdo v.a. correlacionadas:

Calculamos: C'(a,b) = C(a,7 — az) = C(a,7) — 2C(a.a)

e

Sabendoque: C(a.7)=0 e C(aa)=V(a)=0?/S,..

Temos: C(&.*.’?}) !

Uma vez que a eb sdo estimadores sem biais dea e b.
Entdo 4Z: +b e o estimador sem biais de az; + b,

Como consequéncia: E(e;) =0
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