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Selecao de Variaveis

Em modelos de regressdo multipla € necessariongiegr um subconjunto de variaveis
independentes que melhor explique a variavel réapasto €, dentre todas as variaveis
explicativas disponiveis, devemos encontrar um @ujbato de variaveis importantes para o
modelo.

Construir um modelo que inclui apenas um subcoojul@ variaveis explicativas envolve
dois objetivos conflitantes:

1. Obter o maximo de informacdo por meio de um modmm tantas variaveis
independentes possiveis;

2. Diminuir a variancia da estimativa e o custo datolpor meio de um modelo com
menor numero possivel de variaveis.

Desta forma, obter um equilibrio entre esses domptomissos é de interesse. Para isto,
utilizamos uma técnica, denominadasééecao de variaveis

Existem duas principais estratégias no processeldedo de variaveis

- Todos os modelos possiveisonsidera todos 0s subconjuntos possiveis deveisia
explicativas, e considerando critérios de avaliaséteciona o melhor deles.

« Selecdo Automaticafaz uma busca do melhor subconjunto de variavgiocativas
sem considerar todos os possiveis subconjuntos.

Na pratica, assumimos que a correta especificagaddnal das variaveis explicativas é
conhecida (por exempld/x1 Inxz ) e que ndoondliers ou pontos influentes e entéo,
aplicamos a técnica deelecdo de variaveigntretanto, o ideal seria inicialmente,

Identificaroutlierse pontos influentes,
- ldentificar eventuais colinearidade e heteroscézdate,
« Realizar quaisquer transformacdes que sejam ne@sssa

e entdo, aplicaselecdo de variaveis

A seguir apresentamos detalhadamente as estralégias os modelos possiveesSelecéo
Automatica.
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Selecao Todos os Modelos Possiveis

Considere o0 modelo de regresséo linear multipla
Y = :jl[j + ilJll + Li'-_xJ'-_x + ...t JH_HJ'_H =+ £,
e suas suposi¢des. O método de todos os modelslvgiegpossibilita a analise do ajuste de

todos os submodelos compostos pelos possiveisrgubhtms das p variaveis e identifica os
melhores desses subconjuntos, segundo critériagali@cao.

2 2
Alguns critérios para avaliar os modelos sdo: R}J, Rr:, QME (Quadrado Médio do Erro), Clde
Mallows, AIC, BIC e PRE'E"E’H. A seguir uma abordagem de cada um deles.

Coeficiente de Determinacéao Multipla

2 ~ - e, L
Seja R, a notacédo do coeficiente de determinacdapiaile um modelo com p variaveis
explicativas, isto &, p coeficientes e o interceno

» _SQR _, SQE
PosQT SOT

em gque SQR, SQE e SQT s&o a soma dos quadradosdilomsoma dos quadrados dos
residuos (erros) e soma dos quadrados total, tespeente.

O critério utilizado nesse método é que se adicinoa uma variavel insignificante teremos
um aumento minimo (pequeno) fip . Assim, ele é osaslo para julgar quando parar de

adicionar variaveis do que para encontrar o metiadelo ja que » nunca diminui quanyo
aumenta.

Coeficiente de Determinacao Ajustado

Para evitar dificuldades na interpretacdo Rz  ,nagestatisticos preferem usarft; R¥(
ajustado) , definido para uma equacao com p+1aeefes como

. — 1 .
RE=1- ”—) 1 - R2).
a (n. “p+1 /)" p)

2 . : - A

O findo necessariamente aumenta com a adicdo degtarimo modelo. Na verdade se s
., . . . ~ . . ., . 2

varidveis explicativas s&o incluidas no modelo (elodcom p+s varidveis), d%; desse
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modelo excederdi; do modelo com p variaveis apenasestatistica parcial F para testar a
significancia dos adicionais s coeficientes padgeal (para mais detalhes ver Seber[1977]).
Consequetemente, um critério para a selecdo de amelmnétimo € escolher o modelo que

5
tem o fi; maximo.

Quadrado Médio dos Residuos

O quadrado médio dos residuos de um modelo dessggre obtido por meio de
QME = SQFE/(n—p-1), (2.7.1.3)

em gue SQE é a soma dos quadrados dos residuoslEDs@mpre decresce conforme p
aumenta. O quadrado médio do erro inicialmenteedeer estabiliza e eventualmente pode
aumentar. Esse eventual aumento ocorre quando ulga@ddo QME em adicionar um
coeficiente para o modelo ndo é suficiente parapemsar a perda nos graus de liberdade do
denominador de (2.7.1.3).

e , .. 2 .
O modelo que minimiza QME também maximizfia . Ratander isso, notamos que

5 n—1
Ra=1- (n —p) ”}
n—1 SQF
- (n—p) (SE’)T)
n—1 SQF
' (5ar) (75)
mn
=1- (SE)T)( W E.

: L . 2 . ,
Assim, minimizar QME e maximel?; sdo equivalentes.

Cp de Mallows

O critério C'» de Mallows é baseado no conceito do guadratico médio (EQM) dos valores
ajustados. O erro quadratico médio da previsao é

EQM = E(j; — E(y:))* = E(i; — E(#:) + E(E(%;) — E(y:)))?
= E(g; — E(3:))? + (E(i) — E(y:))? = Var(y;) + vicio®(3;),

em que E(¥:) — E{ui) é o vicio. Assim, 0 EQM é a soma da varéadei i e o vicio ao
guadrado. O EQM considerando os n valores amostrais
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Y B —y) = Var(i) + Y (E(i) — B(y:))*

O critério I'» é 0 erro quadratico médio dividido pedaiancia dos erroc?
1 - — 2 —
Iy = (;) D Var(i) + > (E(in) — E())’l. (2.7.1.4)

em queX_ Var(i;) = (p+1)a” e o valor esperado da soma dos quadradesrdes:
E(SQE) = (E(y;) — E(yi))* + (n — (p+ 1)),

Substituindo esses valores em (2.7.1.4), obtemos

1 : '
r,= (a_) [E(SQE) — (n— (p + 1))o* + (p + 1)o?]

E{SQF
= I'T"} —n+2(p+1).

Como 2 é desconhecido, assumindo que o modelo glue indas as varidveis explicativas é
tal gue o0 QME é um estimador ndo viciados%e e gubsto E(SQE) pelo valor observado
SQE, Iy pode ser estimado por

SQE(p ,
= (_)1—IE,} —n+ 2“1‘ + 1).'
em que SQE(p) € a soma de quadrados dos erroddmwdelo e QME € o quadrado médio
do modelo com todas as variaveis explicativas.

Pode também ser mostrado que quando ndo ha vicestmaativa do modelo com as p
PRI I~ . . 2 ~
variaveis, E(SQE) = (n — (p + 1})7” e entdo,

| 1 3
E[CH”’;“&{-!‘{J — []] = \ “’—1_ }}J — 1+ E[P‘" 1} = P"‘ 1.

em que P+ 1 é o nimero de parametros no modelo ja géeopnumero de variaveis
explicativas mais o intercepto.

A estratégia usada para selecionar modelos contésiarCré identificar modelos corCr
préximo do nimero de parametrl? + 1)
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O Critério de Informacéo de Akaike (AIC) é definidomo

AIC, = =2log(L,) + 2[(p + 1) + 1],

em queL;J é a funcdo de maxima verossimilhanca do Im&lp é o niumero de variaveis
explicativas consideradas no modelo.

O Critério de Informacé&o Bayesiano (BIC) € definadono

BIC, = —2log(L,) + [(p+ 1)+ 1]log(n).

Tanto o AIC quanto o BIC aumentam conforme SQE auaeéAlém disso, ambos critérios
penalizam modelos com muitas varidveis sendo qleregamenores de AIC e BIC séo

preferiveis.

Como modelos com mais variaveis tendem a produznom SQE mas usam mais
parametros, a melhor escolha € balancear o ajostea@uantidade de variaveis.

Critério PRESS

O critério FRESS, (Prediction Error Sum of Squares) é midfd por

PRESS, =Y (Y - Yj;))?,

1=1

- - ~ - Ve - ~
em que* (i) € o valor predito da regressao sem a i-@diservacao.

Podemos escrever o PRESS como

g
n Y. — v\
PRE-SI-E'I;J:Z(IJ F J)
— g

i=
em que ch;; € o i-ésimo valor da diagonal da matriz H.

No uso desse critério, modelo com mePEESS, & preferive
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Selec&o Automatica

Como a selecdo de todas as regressfes possiveissiteecde um consideravel esforco
computacional, outros métodos foram desenvolvidwa pelecionar o melhor subconjunto de
varidveis sequencialmente, adicionando ou removeadaveis em cada passo.

O critério para a adicdo ou remocao de covarig@ejeralmente baseado na estatistica F,
comparando modelos com e sem as variaveis em Qu&s#EIC, assim como outros critérios,
também podem ser utilizados na decisdo de insemengover variaveis. Existem trés
procedimentos automaticos: (1) Método Forward, M8odo Backward e (3) Método
Stepwise.

Selecao Forward

Esse procedimento parte da suposicao de que nZigel no modelo, apenas o intercepto.
A ideia do método é adicionar uma variavel de cagla A primeira variavel selecionada é
aguela com maior correlagdo com a resposta.

Procedimento:

« Ajustamos o modelo com a variavel com maior cogd@aamostral com a variavel
resposta.

Supondo que essa variavel sia  , calculamos dstistat- para testar se ela realmente é
significativa para o modelo. A variavel entra nodelo se a estatistica F for maior do que o
ponto critico, chamado dfin  ou F para entrada. Nateqne ;.. é calculado para um dado
acCritico.

« Considerando qur1 foi selecionado para o0 modelopximo passo é encontrar uma
variavel com maior correlacdo com a resposta ceramimdio a presenca da primeira
varidvel no modelo. Esta € chamada de correlag&iapea € a correlacdo dos residuos

do modeloy = Jo + F171 com os residuos do mod®; = %o; T 11 j=2.3,...,p.

Vamos supor que a maior correlacdo parcial comjg Tz. Isso implica que a maior
estatistica F parcial é:

_ SQR(x2]r1)
B !?ﬂJ.rEI:J'l. J'j}‘

Se o valor da estatistica é maior do 3,2 T2, é seladb para o modelo.
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« O processo € repetido, ou seja, variavel com medorelacdo parcial com y €
adicionada no modelo se sua estatistica F paarah&ior quef:,. , até que nio seja
incluida mais nenhuma variavel explicativa no model

Selecao Backward

Enquanto o método Forward comeca sem nenhuma ghri@ynodelo e adiciona varidveis a
cada passo, 0 método Backward faz o caminho opastorpora inicialmente todas as
variaveis e depois, por etapas, cada uma podaiséimeliminada.

A deciséo de retirada da variavel € tomada basesmém testes F parciais, que sao
calculados para cada variavel como se ela foskéra@ entrar no modelo.

Procedimento:

- Para cada variavel explicativa calcula-se a etitati$-. Para a variaverr , por
exemplo,

P SQR(xrk|r1, i 1)
o QME

O menor valor das estatisticas F parciais calcalédentdo comparado com o F critifoy: ,
calculado para um dado valar critico. Se o mentarvencontrado for menor do qufou:
elimina-se do modelo a covariavel responsavel pelonor valor da estatistica F parcial.

. Ajusta-se novamente o modelo, agora corp — 1 vasidisiestatisticas F parciais
sao calculadas para esse modelo e o processotiéoepe

« O algoritmo de eliminacéo termina quando a mentatistica F parcial ndo for menor
do quean .

Selecao Stepwise

Stepwise € uma modificacdo da selecdo Forward eamcgda passo todas as variaveis do
modelo sdo previamente verificadas pelas suasiss@aé F parciais. Uma variavel
adicionada no modelo no passo anterior pode sandedhite para 0 modelo por causa do seu
relacionamento com as outras variaveis e se satistist F parcial for menor qufou:  , ela é
removida do modelo.

Procedimento:

- Iniciamos com uma variavel: aquela que tiver maiorrelagdo com a variavel
resposta.
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« A cada passo do forward, depois de incluir umaavati aplica-se o backward para
ver se sera descartada alguma variavel.
« Continuamos o processo até nao incluir ou exclkemhama variavel.

Assim, a regressdo Stepwise requer dois valoresode: Fi. e Fo.: . Alguns autores
preferem escolhef:,, = F..: mas isso ndo € necessaridi<F..: ais:dificil remover
que adicionar; s#;,>F..; : mais dificil adicionar que rearo

Algumas Consideracoes

A selecdo de variaveis € um meio para se chegan emodelo, mas nao é a etapa final. O
objetivo é construir um modelo que seja bom partaropredicdes ou que explique bem o
relacionamento entre os dados.

Os métodos de selecdo automatica tém a vantagen@i@eaecessitar de grande esforco
computacional. Mas eles ndo indicam o melhor modegpeitando algum critério (n&o
retorna um conjunto de modelos em que o pesquisanoo poder de escolha).

Ja o método de todos os modelos possiveis identifmdelos que sdo melhores respeitando o
critério que o pesquisador quiser.

E indicado, entdo, usar métodos passo a passo madasi com outros critérios.

Se por acaso existe um grande numero de vari@&egomendado usar métodos de selecéo
automéatica para eliminar aquelas com efeitos iifsigntes E o conjunto reduzido de
variaveis pode entdo ser investigado pelo métododts os modelos possiveis.

A escolha do modelo final ndo é uma tarefa facileni dos critérios formais, devemos
responder as seguintes questdes:

« O modelo faz sentido?

« O modelo é util para o objetivo pretendido? Se, gga@mplo, o custo da coleta dos
dados de uma variavel é exorbitante e impossiveked®btido, isso resultard em um
modelo sem utilidade.

- Todos os coeficientes sdo razoaveis, ou sejapasgss® magnitude dos valores fazem
sentido e os erros padrdes sao relativamente pegquen

« A adequabilidade do modelo é satisfatéria? Semeosititem variancia constante,
normalidade e os dados sao independentes?

Um principio a ser levado em consideracdo € o ¢fpia da parcimdnia": modelos mais
simples devem ser escolhidos aos mais complexasledgue a qualidade do ajuste seja
similar.
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